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ElŖsz· 

Ez a jegyzet elsŖdlegesen elsŖ®ves matematikus hallgat·k sz§m§ra 

k®sz¿lt, e szak tematik§j§t kºveti. A matematikai anal²zis ismeretek a 

matematika szinte minden ter¿let®n ®s az alkalmaz§sokban n®lk¿lºzhetetlenek. 

A matematikai anal²zis minden k®pzett matematikus matematikai 

mŤvelts®g®nek l®nyeges alkot·r®sze.  

A matematikai anal²zist, a differenci§l- ®s integr§lsz§m²t§st kezdetben a 

v®gtelen kicsiny mennyis®gekkel, az ¼n. infinitezim§lisokkal tºrt®nŖ sz§mol§s 

jellemezte. Ez®rt szok§s ezt az elj§r§st infinitezim§lis sz§m²t§snak nevezni. Ezek 

azonban a matematik§ban megkºvetelt szabatoss§g hi§ny§ban csak megsejtett 

eredm®nyek igazol§sai, bizony²t§sai voltak. A t®nyleges sz§m²t§st csak a 

hat§r®rt®k fogalm§nak tiszt§z§sa tette volna lehetŖv®, azaz annak a felfedez®se, 

hogy az infinitezim§lisok val·j§ban hat§r®rt®kek. A 18. sz§zadban Euler 

bevezette a ma haszn§latos f¿ggv®ny fogalm§t. Ezut§n a val·s f¿ggv®nyek 

anal²zise elkezdett k¿lºnv§lni az anal²zis m§s r®szeitŖl. Ennek elsŖ l®p®se, hogy 

Bolzano 1816-ban megalkotta a ma is haszn§latos folytonoss§g defin²ci·j§t. 

Ugyanakkor Bolzano munk§ja eg®szen az 1870-es ®vekig sz®les kºrben 

ismeretlen maradt. 1821-ben Cauchy megkezdte az anal²zis szigor¼ 

formaliz§l§s§t azzal, hogy elsŖ l®p®sk®nt elutas²totta az ¼gynevezett algebra 

§ltal§noss§ga elv®t, amelyet kor§bban elterjedten alkalmaztak az anal²zisben, 

p®ld§ul Euler is. Ehelyett Cauchy formaliz§lta az anal²zist, geometriai elvekre ®s 

infinitezim§lisokra ®p²tve azt. ĉgy az Ŗ folytonoss§g defin²ci·ja azt kºvetelte 

meg, hogy egy x infinitezim§lis v§ltoz§s§hoz y-nak is infinitezim§lis v§ltoz§sa 

tartozz®k. Bevezette a Cauchy-sorozatokat is, ®s elkezdte kidolgozni a form§lis 

defin²ci·kra ®p¿lŖ komplex anal²zist. Poisson, Liouville, Fourier ®s m§sok pedig 

a parci§lis differenci§legyenleteket tanulm§nyozt§k. Ezen ®s m§s 

matematikusok, mint Weierstrass egy¿ttmŤkºd®se vezetett a hat§r®rt®k ma 

haszn§lt (Ů, ŭ)-§s defin²ci·j§hoz, vagyis a mai modern anal²zis alapj§hoz. 
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A 19. sz§zad kºzep®n Riemann bevezette a saj§t integr§lelm®let®t. A 

sz§zad v®ge fel® Weierstrass, aki ¼gy gondolta, hogy a geometriai bizony²t§sok 

nem kiel®g²tŖek ï vagy egyenesen f®lrevezetŖek ï, bevezette a hat§r®rt®k (Ů, ŭ)-

§s defin²ci·j§t. Ezut§n a figyelem kºz®ppontj§ba a val·s sz§mok teljess®ge 

ker¿lt. Dedekind a val·s sz§mokat Dedekind-v§g§ssal (Dedekind-szelet) vezette 

be, amely defin²ci·j§b·l kºvetkezŖen teljes. Ezzel egy idŖben megindult a val·s 

Riemann-integr§lhat· f¿ggv®nyek tulajdons§gainak vizsg§lata a szakad§sok 

tekintet®ben. 

A jegyzet felºleli a tudom§nyegyetemek matematika-tan§rszakos ®s 

matematikushallgat·i §ltal az elsŖ f®l®vben elsaj§t²tand· matematikai anal²zis 

ismereteket. Bizony§ra sz§mottevŖ seg²ts®get fog teh§t ny¼jtani az eml²tett 

hallgat·knak ®s mindazoknak, akik a matematikai anal²zis ir§nt ak§r ºnmag§®rt, 

ak§r pedig a matematika m§s §gaiban j§tszott szerepe folyt§n ®rdeklŖdnek. 

Megjegyezz¿k a seg®deszkºz korl§tozott terjedelm®vel kapcsolatban, hogy az 

elm®leti ismeretek bizony²t§s n®lk¿l vannak megadva.  

A jegyzet fŖ c®lja, hogy bemutassa a matematikai anal²zis elsŖ f®l®v®nek 

tipikus feladatait, melyeket az ·r§kon ®s ºn§ll·an lehet megoldani. Minden 

fejezet egy tipikus feladatokb·l §ll· v§ltozat megold§s§t is tartalmazza.        
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1. Elemi f¿ggv®nyek ®s grafikonjaik . 

£rtelmez®si tartom§ny 

 

Legyen D  egy tetszŖleges val·s sz§mokb·l §ll· halmaz. Ha minden x DÍ  

megfeleltet¿nk pontosan egy val·s f (x) sz§mot, akkor azt mondjuk, hogy a D  halmazon f 

f¿ggv®ny van ®rtelmezve. A D  halamazt ®rtelmez®si tartom§ny§nak, ®s az 

(){ }E y Ry f x x D= Í = Í -, halmazt pedig az f (x) f¿ggv®ny ®rt®kk®szlet®nek nevezz¿k.    

FŖbb elemi f¿ggv®nyek: 

1.  Hatv§nyf¿ggv®ny - y x a Ra= Í, .  

2.  Exponenci§lis f¿ggv®ny - y a a ax= > ¸, , .  0 1  

3.  Logaritmus f¿ggv®ny - y x a aa= > ¸log , , .  0 1  

4.  Trigonometrikus f¿ggv®nyek - y x y x y tgx= = =sin , cos , , 

     y ctgx= . 

5.  Arkuszf¿ggv®nyek (a trigonometrikus f¿ggv®nyek inverzei) -  

y x y x y arctgx y arcctgx= = = =arcsin , arccos , , .    

  

OM-1.1 

 

1. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

a)
525

207
2 +-

-
=

xx

x
y ;                  b)

132

2
2

2

+-

-
=

xx

x
y ; 

c)
5

10

-
=

x
y ;                          d)

4 3

5

2

3

x

x

x

x
y

+
-

-

+
= ; 

e) p+= x

xsin

y

7

5 ;                            f)
x

x
logy x

-

+
=

2

1
; 

g) 
4

53 -
=

x
arccosy ;                  h) ö

÷

õ
æ
ç

å
+=

3
2
p

xctgy ; 

i)  32 -= xlogy
x

!  

 2. Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 
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    a) 
5

10

-
=

x
y ;                       b)

2

6

-
=

x
y ; 

    c) 142 2 +-= xxy ;                d)
3

2
-

=
x

y ; 

    f) ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

3
3

p
xsiny ;               g) xtgy 2

2

1
= ; 

    h) 1

3

1 -= xlogy ! 

 

¥M-1.1 

 

 1. 1) Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

ʘ)
34

153
2 --

-
=

xx

x
y ;    b)

63

25

-

-
=

x

x
y ;      c) ( ) 11 += + xlogy x ! 

 

                2) Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyt: 

32 += xcosy ! 

2. 1) Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

ʘ) 
321

52

--

+
=

x

x
y ;     b) 

63

25

-

-
=

x

x
y ;   c) ( ) 1log 1 += + xy x ! 

         2) Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyt: 

!
4

3 ö
÷

õ
æ
ç

å
-=
p

xtgy  

 3. 1) Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

ʘ)
64

9

41

15
32 +

-
-

-
=

xx

x
y ;                             b) 4

2

23

23

-

++
=

x

xx
y ;    

c)
5

43 -
=

x
arcsiny ! 

           2) Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyt: 

22 2 += xlogy ! 
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ɯM-1.1 

 

 I. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

1.  a)
52

2
2

2

++

+-
=

xx

xx
y ;                  b)y = 12 2 ++- xx . 

     c) 5

25

+= x

xsin

ey ! 

2.  a)
273

47
2-

-
=

x

x
y ;                     b) 

3

3

5

3 +
-

-
=

x

x
y ; 

    c) 43 += xlny ! 

3. a)
23

95 3

-

+-
=

x

xx
y ;                 b)

4

5

9

4

2

2

-
+

-

-
=

xx

x
y ; 

    c)
p+

=
x

siny
7

! 

4.  ʘ)
473

17
2 +-

=
xx

y ;                b)
( )( )33

1
3 3

-+

+
=

xx

x
y ; 

    c) ( )63 -= xarccosy ! 

5.  a)
495

1177
24

3

+-

-
=

xx

x
y ;              b)

164-
=

x

x
y ; 

    c)
11

5

+
=

x
cosy ! 

6.  a)
1255

9
23 --+

=
xxx

y ;        b)
xx

x
y

5

3
2+

+
= ; 

    c) ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

6
7
p

xtgy ! 

7. a)
21349

5

xx

x
y

-+

-
= ;                 b)

x
xy

-
+-=

3

1
273 2

; 

    c) ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

25

px
secy ! 

8. a)
82

15
3

2-
+-=

xx
y ;                b)

x

x
y

-

-
=

3

5
; 

    c) ( )252-= xlgy ! 
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9.   ʘ)
2

5

7

7
2 -
+

-
=

xx
y ;              b)

2

82 2

-

-
=

xx

x
y ; 

      c) ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

4
2
p

xeccosy ! 

10. ʘ)
( )( )27

3
2+-

=
xx

y ;               b)
x

x
y

2

134 -
= ; 

      c)
3

52 +
=

x
arcsiny ! 

11. ʘ)
3

3

412

594 2

+
+

-

+-
=

xx

xx
y ;     b)

3

3

1

8

-

-
=

x

x
y ; 

      c) ö
÷

õ
æ
ç

å
-=

3
3
p

xctgy ! 

12. ʘ)
3

3

333

444

+
+

-

-
=

xx

x
y ;           b)

x

x

x

x
y

2

2

-
-

-
= ; 

      c) ( )2+= xlogy x ! 

13. ʘ)
753

4

5

5
2-

+
-

=
xx

y ;          b)
x

x
y

-

+-
=

3

4115
; 

      c) xarctgy= ! 

14. ʘ)
( )22

24

13

+
Ö

+
=

x

x

x
y ;          b) 4

4

2
-+

-
= x

x
y ; 

      c) 173 -= xy ! 

15. ʘ)
95

18
2-

-
=

x

x
y ;                      b) 5-= xy ; 

      c)
xlg

y
4

4
= ! 

16. ʘ)
1

12
3

2

+

++
=

x

xx
y ;                 b)

3 2

2

6

36

xx

x
y

+

-
= ; 

      c) ( )12+= xarcsiny ! 

17. ʘ)
3

3

9

7
22 -

-
+

=
xx

y ;           b)
x

x
y

-
=

2

7
; 
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      c)
x

arcctgy
1

= ! 

18. ʘ)
132

19
2 +-

=
xx

y ;                 b) 21112 xxy --= ; 

     c) !
23

sin

+
=

x

x
y   

19. ʘ)
12

24
2 --

+
=

xx

x
y ;                   b)

43

117 2

-

-
+=

x

x

x
y ; 

      c)
xcos

x
y

3

35 +
= ! 

20. ʘ)
7

1

7

95

-
-

+
=

xx

x
y ;              b)

5

5 2

-

-
=

x

x
y ; 

     c) xtgy x 52= ! 

21. ʘ)
9

753
2

2

+

-

x

x
 ;                          b)

5

5 2

-

-
=

x

x
y ; 

      c)
xe

xcos
y

3

5
= ! 

22. ʘ)
1212

8

-
Ö

- x

x

x

x
;                   b)

2

32

+

-
=

x

xx
y ; 

      c)
2

2 x
ctg

x
y= ! 

23. ʘ)
45

15
24 +-

-
=

xx

x
y ;                  b)

3 3 64

72

-

-
=

x

x
y ; 

      c)
x

lg

y

5

5= ! 

24. ʘ)
89

3
3

2

2 +
+

- x

x

x

x
;                    b)

5

32

+

-
=

xx

x
y ; 

      c)

ö
÷

õ
æ
ç

å
+

=

2

5

1

p
xcos

e
y

x

! 
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25. ʘ)
1

55
3+

+
=

x

x
y  ;                           b)

132

49

2

2

+-

-
=

xx

x
y ; 

      c)
xarcsin

xarctg
y= ! 

26. ʘ)
93

2

2

7
22 +

-
-

=
xx

y ;             b)
7

642

+

-
=

x

x
y ; 

      c) 34 -= xarccosy ! 

27. ʘ)
22

2

xx

x
y

-

+
= ;                         b) 5

3

28 2-+
-

= x
x

y ; 

     c) ( )
5

2
522

-
+-=

x
xlogy ! 

28. ʘ)
82

4

-
=

x
y ;                           b)

x

x
y

212

13

-

-
= ; 

      c)
1

65
2

2

++

+-
=

xx

xx
lgy ! 

29. ʘ)
13103

145
2

2

-+

--
=

xx

xx
y ;                 b)

216

1717

xx

xx
y

-

++-
= ; 

      c)
3

5 3

1
x

arcsiny x-= ! 

30. ʘ)

x

x
x

y
5

3

2
4

-

+

= ;                            b)
( )

25

5
2

2

-

-
=

x

xx
y ; 

     c) 42-xlg ! 

II . Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 

1.  ʘ) 12 -= xy ;            b)
x

y
-

-=
4

4
 ;               c)

3

2

1
+

ö
÷

õ
æ
ç

å
=

x

y ! 

2.  ʘ) 253 2 +-= xxy ;  b) 31--= xy ;       c) 23 += xlogy ! 

3. ʘ) 42 += xy ;           b)
3

5

-

-
=

x

x
y  ;         c) ö

÷

õ
æ
ç

å
+=

3
2

p
xsiny ! 

4.  ʘ) 2-=xy ;             b) 32 -= xy ;             c) 23
1
-=

-x
y ! 
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5.  ʘ) 2+=xy ;           b) 5+-= xy ;         c) 3

2

1 -= xlogy ! 

6.  a) 23 -= xy ;           b)
x

y
-

=
2

6
;             c) ö

÷

õ
æ
ç

å
-=

4
2

p
xtgy ! 

7.  ʘ) 2
2

1
+= xy ;         b) 163 2 -+= xxy ;          c) 24 -= -xy ! 

8.  ʘ) 4=+xy ;           b)
2

12

+

-
=

x

x
y ;                       c) xlgy= ! 

9.  ʘ) xy -=3 ;            b) 342 2 --= xxy ; c) ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

3
2
p

xcosy ! 

10. ʘ) xy -=10 ;         b)
1

5
2+

=
x

y ;                       c)
2

x
tgy= ! 

11. ʘ) 1
2
+=

x
y ;           b) 122 +-= xxy ;             c) 32 --= xy ! 

12. ʘ) 57 --= xy ;       b) 23 +-= xy ;        c) 52 -= xlogy ! 

13. ʘ) xy 23-= ;         b)
x

x
y

5

35 -
= ;                c) 2+=ctgxy !  

14. ʘ) ( )xy +-= 2 ;      b) 844 2 -+= xxy ;           c)
x

y 31-= ! 

15. ʘ) 3+-= xy ;         b) 42 --= xy ;        c) 32 -= xsiny ! 

16. ʘ) 53 -= xy ;          b)
14

14

+

-
=

x

x
y ;                c) 2-= xlny ! 

17. ʘ) 13 -= xy ;           b) 962 ++= xxy ;    c) 2
2

1
-= xsiny ! 

18. ʘ) 2+=xy ;            b) 2-= xy ;            c) 2
3

1
-ö

÷

õ
æ
ç

å
=

x

y ! 

19. ʘ) xy -=3 ;           b) xy -=5 ;             c) 1+-= xlgy ! 

20. ʘ) xy +=2 ;            b)
2

8

-
=

x
y ;                 c) xcosy -= ! 

21. ʘ) 22+-=xy ;      b) 223 xxy --= ;         c) 221 --= xy ! 

22. ʘ) xy -=5 ;            b)
23

13

+

-
=

x

x
y ;               c) xlogy 2-= ! 
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23. ʘ) 42 -= xy ;          b) xy -=3 ;            c) xsiny 22+= ! 

24. ʘ) 5=+xy ;           b) 142 +-= xxy ; c)
2

p
+= xarcsiny ! 

25. ʘ) 31++-= xy ;     b) 2
4
-=

x
y ;          c) p-= xarccosy ! 

26. ʘ) 13 +-= xy ;       b)
1

34

+

+
=

x

x
y ;                c) 23 +=

-x
y ! 

27. ʘ) 43 +-= xy ;       b) 22-+= xy ;           c) xlogy

2

1= ! 

28. ʘ) 2+-= xy ;          b) 262 xxy --= ;          c) arctgxy= ! 

29. ʘ) 31+-=xy ;        b)
24 xy -= ;              c) arcctgxy 2= ! 

30. ʘ) 75 -= xy ;         b) 52--= xy ;             c) 32
1
+=

+x
y ! 

 

Tipikus v§ltozat megold§sa 

 

 1. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek ®rtelmez®si tartom§ny§t: 

   ʘ)
132

3
2 +-

-
=

xx

x
y ;               b)

2

5

42

3

+
+

+

-
=

xx

x
y ; 

   c) 3
5
-=

+
xlogy

x
! 

Megold§s. 

ʘ) A megadott f¿ggv®ny akkor ®rtelmezett, ha .xx 0132 2 ¸+- Megoldjuk a kºvetkezŖ 

m§sodfok¼ egyenletet .xx 0132 2 =+-  Kapjuk: .x;x
2

1
1 21 ==  Teh§t,      

() ( ).;11;
2

1

2

1
; ¤ö

÷

õ
æ
ç

å
ö
÷

õ
æ
ç

å
¤-= 88yD  

b) A f¿ggv®ny akkor ®rtelmezett, ha 

î
í

î
ì

ë

¸+

²
+

-

,x

,
x

x

02

0
42

3

   

( )
( )

î
í

î
ì

ë

-̧

²
+

--

2

0
22

3

x

,
x

x

 Ý  ,
x

x
0

2

3
¢

+

-
 

Intervallumok m·dszer®vel, kapjuk: 
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+ _ +

-2 3  x
 

 

teh§t, ( ].;x 32-Í  

c) Logaritmus f¿ggv®nyek defin²ci·ja alapj§n: 

î
í

î
ì

ë

>-

¸+

>+

;x

;x

;x

03

15

05

   
î
í

î
ì

ë

¸-

°̧+

¸+

;x

;x

;x

03

15

05

   

î
î

í

î
î

ì

ë

¸

-̧

-̧

-̧

;x

;x

;x

;x

3

6

4

5

 

 vagyis, ( )( )( )( )( ).;33;44;55;66; ¤------¤-Í 8888x  

2. Ćbr§zolja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 

 

    ʘ) 13+-=xy ;    b) 232 +-= xxy ;     c) 13
2
+=

-x
y ! 

Megold§s.  

ʘ) Fel²rjuk a f¿ggv®nyt a kºvetkezŖ k®pen: 31 -=- xy  ®s legyenek az ¼j koordin§t§k 

;yy,xx 13 11 -=-=  ²gy megkapjuk az x1O1y1 koordin§tarendszert, melynek az orig·ja 

( ),;O 131  ®s ebben §br§zoljuk az 11 xy =  f¿ggv®ny grafikonj§t (l§sd az 1.1. §br§t) vagy 

m§sk®pp fel²rva é
ê

è

<-

²
=

.0,

,0,

11

11

1
xhax

xhax
y  

0 1

1

3 x

y

01

y
1

x1

 

1.1. §bra 

b) Kiemelj¿k a teljes n®gyzetet: 

4

1

2

3
2

4

9

4

9

2

3
223

2
22 -ö

÷

õ
æ
ç

å
-=+-ö

÷

õ
æ
ç

å
+Ö-=+- xxxxx
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 ®s  p§rhuzamosan eltoljuk az 2xy=  parabol§t az Ox tengely ment®n 
2

3
 egys®gnyire, az Oy 

tengely ment®n
4

1
-  egys®gnyire. Sz§m²t§sba vessz¿k, hogy az 232 +-= xxy , vagyis 0²y  

minden RxÍ . Szimmetrikusan §br§zoljuk az Ox tengelyhez a grafikon als· r®sz®t (l§sd az 

1.2. §br§t). 

c) V®grehajtjuk p§rhuzamos eltol§s§t xOy koordin§tarendszernek az OO ¡(2;1) vektorra. Az ¼j 

yOx ¡¡  koordin§tarendszerben §br§zoljuk az
x

y
¡

=¡ 3  f¿ggv®ny grafikonj§t az al§bbi sorban:  

 1) ;3xy
¡

=¡  

 2)
x

y
¡

=¡ 3  grafikonja szimmetrikus az xy
¡

=¡3  grafikonj§hoz az yO ¡¡ tengelyhez 

viszony²tva (l§sd az 1.3. §br§t). 

 

 

 

 

0

1

2

 y

 x1 2

 

 

1.2. §bra 
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0

0

 x

 y

 x

 y

1

2

2

 

 

 1.3. §bra  
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2. Sz§msorozatok ®s f¿ggv®nyek hat§r®rt®ke 

 

1. Sz§msorozatok hat§r®rt®ke. Val·s sz§mok sorozat§nak az RNf ­ :  f¿ggv®nyt 

nevezz¿k, mely az ºsszes term®szetes sz§mok halmaz§n van ®rtelmezve. Az ()f n  sz§m n -

dik tagja a sorozatnak, melyet xn ïel jelºl¿nk ®s az ()x f nn=  az §ltal§nos tagj§nak 

k®plet®nek nevezz¿k. A sz§msorozat jelºl®se: { }xn n NÍ
. 

A sorozat konvergens, ®s az A-hoz konverg§l, ha b§rmilyen ‐ π  ®rt®kre a sorozatnak 

v®ges sok tagja van az A sz§m  kºrnyezet®n bel¿l: . 

2. F¿ggv®nyek hat§r®rt®ke.  

Heine-f®le meghat§roz§s: 

Az  f¿ggv®ny hat§r®rt®ke az  hely®n az A sz§m, ha 

b§rmely -hoz konverg§l·  abszcissza sorozathoz tart·z· f¿ggv®ny®rt®kek 

 sorozata az A-hoz tart: . 

Cauchy-f®le meghat§roz§s: 

Az  f¿ggv®ny hat§r®rt®ke az  hely®n az A sz§m, ha 

b§rmely  sz§mhoz l®tezik olyan  hogy b§rmely az a sz§m  kºrnyezet®bŖl vett 

abszcissz§hoz tart·z· f¿ggv®ny®rt®k az A sz§m  kºrnyezet®hez tartozik: , ha 

. 

Nevezetes hat§r®rt®kek: 

1) ; 

2) . 

  

OM-2.1 

 

1. Igazolja, hogy az {}
ý
ü
û

í
ì
ë

-

+
=

1

72

n

n
xn  sorozat hat§r®rt®ke az 2=A  sz§m! 

2. Hat§rozza meg az al§bbi sorozatok hat§r®rt®k®t: 

e ee <->"Í$>" AannNn n,,,0 00

RMRMf Ë­ ,: ax=

ax= () Mxx nn Í,

( )( )nxf () Axf
ax

=
­

lim

RMRMf Ë­ ,: ax=

0>e 0>d d

e () Axf
ax

=
­

lim

() edde <-<-<>$>" Axfax akkor, 0hahogy ,0,0

1
sin

lim
0

=
­ x

x

x

( ) ex
x

x
x

x

x
=+=ö

÷

õ
æ
ç

å
+

­¤­

1

0
1lim

1
1lim
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1)      2)                       3) 
 

4)     5)                  6) 
 

7) 
     

8)                9) 
 

10) 
                                               

11) 
  

12) 
                     

13) 

 

14)  15)              16) ; 

17) ;                                               18) 

 

19) ;                           20) ;  

21) 
                                             

22) ! 

 

¥M-2.1 

 

 Hat§rozza meg az al§bbi hat§r®rt®keket: 

1.  a)
65

107
2

2

2 +-

+-

­ xx

xx
lim
x

;                               b)
25

21
2

5 -

--

­ x

x
lim
x

; 

     c)
xtg

xsin
lim
x 5

7

0­
;                                          d)

x

x x

x
lim

3

12

32
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-

¤­
; 

     e) ( )( )15lim 22 +-+
¤­

xxx
x

! 

2.  ʘ)
545

133
2

23

+-

--+

¤­ xx

xxx
lim
x

 ;                        b)
18

156
3

2

2

1 -

+-

­ x

xx
lim
x

; 

;
3

2
lim

n

n

n

+

¤­
;

247

29
lim

+

+

¤­ n

n

n
;

83

572
lim

n

n

n +

-

¤­

;
36

1189
lim

n

n

n -

-

¤­
;

2
lim

2n

n

n

+

¤­
;

4

2
lim

32

2

nn

nn

n ++

+

¤­

;
78

218
lim

46

52

nn

nn

n --

+

¤­
;

233

36232
lim

4

32

+

+-

¤­ n

nnn

n
;

5
lim

2

n

n

n

+

¤­

;
1

!sin
lim

2+¤­ n

nn

n
;

5133

4916
lim

5

62

nn

nnn

n ++

-+-

¤­

;
678

653599
lim

753

2468

nnnn

nnnn

n +---

+--+

¤­

( )
( )

;
64

553
lim

53

54

--

--

¤­ nn

nn

n

;
13

3

1
lim

2

2

3

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
-

+¤­ n

n

n

n

n
;lim

2 nn

n

n +¤­

( )

( )215

4
lim

n

nn

n
++

-

¤­

73

7...53
lim

-

+++

¤­ nn
;

19

...21
lim

2+

+++

¤­ n

n

n

87

13
lim

5 10

2

-+

+

¤­ nn

n

n

( )( )
( )3

3 9

32

425
lim

n

nnnn

n +

+-++

¤­

;
1256

lim
3

3

+-¤­ nn

Cn

n 3

44 5
lim

-¤­

++
n

n

n

n C

nnC
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     c)
1

25
2

1 -

-+

-­ x

x
lim
x

 ;                                d) ( )ctgx

x
xsinlim

3

0
1+

­
; 

     e)
xarctg

xsinxsin
lim
x 42

53

0

+

­
! 

3.  ʘ)
2

2

149

157

xx

xx
lim
x -

+-

¤­
 ;                               b)

34

1
2

23

1 +-

-+-

­ xx

xxx
lim
x

; 

     c)
9

413
2

3 -

-+

­ x

x
lim
x

;                                 d) ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­ x

x
lim
x 3

7
; 

     e)
xx

x

x sin

4cos1
lim

0

-

­
! 

 

IM  -2.2 

 

 Hat§rozza meg az al§bbi hat§r®rt®keket: 

1.  ʘ)
2

2

942

453

xx

xx
lim
x +-

+-

¤­
;                               b)

207

53
2

23

-

+-

-¤­ x

xx
lim

x
; 

     c)
52

9
2-

-

¤­ x

x
lim
x

;                                       d)
8

44
3

2

2 -

+-

­ x

xx
lim
x

; 

     e)
xx

xx
lim
x ---

-+

­ 42

122

3
;                          f)

2
0 3

81

x

xcos
lim
x

-

­
; 

     g)

x

x x

x
lim

3

8

4
-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

+
;                                  h)

1

45

12
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

+
x

x x

x
lim ; 

     i) ( )32 --+
¤­

xxlim
x

! 

2.  ʘ)
794

57
3

3

+-

-

¤­ xx

x
lim
x

  ;                            b)
3

24

4

752

x

xx
lim

x -

-+

-¤­
; 

     c)
5

2

3

9

x

xx
lim
x -

+-

¤­
 ;                                d)

1253

15112
2

2

3 -+

++

-­ xx

xx
lim
x

; 

     e)
82

412
2

4 -+

--+

-­ xx

xx
lim

x
 ;                    f)

xtg

xsin
lim
x 4

5

0­
;      

     g)

x

x x

x
lim

3

8

4
-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

+
;                                 h)

1

45

12
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

+
x

x x

x
lim ; 
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     i) ö
÷

õ
æ
ç

å

+
-

--­ 2

1

4

2
2

2 xx
lim

x
! 

3.  ʘ)
5

35

87

14

xx

xx
lim
x -

+-

¤­
;                          b)

53

34
6

27

-

-

-¤­ x

xx
lim

x
; 

     c)
53

732
3

2

+

+-

¤­ x

xx
lim
x

;                         d)
27

6
3

2

3 -

-+

­ x

xx
lim
x

; 

     e)
27

6
3

2

3 -

-+

-­ x

xx
lim

x
;                            f)

212

410
2

3 --

--+

-­ xx

xx
lim

x
; 

     g)
3

5 2

52

32
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

+

-

¤­
;                          h)

2

13

32
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ( )31 22 --+
¤­

xxlim
x

! 

4.  ʘ)
42

154
2

2

-

+-

¤­ x

xx
lim
x

 ;                         b)
42

59 3

-

-

¤­ x

x
lim
x

; 

     c)
1

1625
23

2

-+-

-

¤­ xxx

x
lim
x

;                       d)
23

12
2

2

1 --

--

­ xx

xx
lim
x

; 

     e)
6

62
2

2 --

+-

-­ xx

xx
lim

x
;                       f)

xsin

xtg
lim
x 2

3

0­
; 

     g) 

x

x x

x
lim

-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

+
1

5

3
 ;                             h)

x

x x

x
lim

3

92

57
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-

¤­
; 

     i) ( )33 2+-
¤­

xxlim
x

! 

5.  ʘ)
8

749
3

3

-

+-

¤­ x

xx
lim
x

;                           b)
24

527 23

-

+-

¤­ x

xx
lim
x

; 

     c)
83

811
2

1 -+

-

-­ xx

x
lim
x

;                             d)
1

1
4

24

1 -

++-

­ x

xxx
lim
x

; 

     e)
143

423
2

1 +-

+-+

­ xx

xx
lim
x

;                     f)
x

xsinxsin
lim
x 5

3

0

-

­
; 

      g)
2

1

4
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
 ;                                h)

3

43

2
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

      i) ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

-­ 9

2

3

1
2

3 xx
lim
x

! 
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6.  a)
3

23

9

732

x

xx
lim
x -

+-

¤­
;                            b)

x

xx
lim
x -

+-

¤­ 2

415 3

; 

     c)
439

53
25

2

+-

+

¤­ xx

x
lim
x

;                            d)
27

12
3

2

3 +

-+

-­ x

xx
lim

x
; 

     e)
27

12
3

2

2 +

-+

­ x

xx
lim
x

;                                 f)
xsin

xarcsin
lim
x 3

5 4

0­
; 

     g)

x

x x

x
lim

5
3
-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å+
;                                  h)

4

2

85
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

+
x

x x

x
lim ; 

     i) ( )124 22 --+
¤­

xxlim
x

! 

7.  ʘ)
5

5

644

27

xx

x
lim
x +-

-

¤­
;                              b)

44

123
2

3

+-

+-

-¤­ xx

xx
lim

x
; 

     c)
27

35
3-

-

¤­ x

x
lim
x

;                                     d)
127

123
3

2

3

1 -

-+

­ x

xx
lim
x

; 

     e)
127

123
3

2

1 -

-+

-­ x

xx
lim
x

;                             f)
2

2

2

2
1

ö
÷

õ
æ
ç

å
-

ö
÷

õ
æ
ç

å
--

­
x

xcos

lim
x p

p

p
; 

     g)

2

3

1
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-
x

x x

x
lim ;                                  h)

x

x x

x
lim

-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

-32
; 

     i) ö
÷

õ
æ
ç

å

+
+

-+-­ 22

3
2

2 x

x

xx
lim

x
! 

8.  a)
2

2

427

1023

xx

xx
lim
x --

+-

¤­
;                            b)

32

7
4

54

+-

--

¤­ xx

xx
lim
x

; 

     c)
23

2

39

75

xx

xx
lim
x -

+-

¤­
;                                d) 

32

54
2

2

1 --

--

-­ xx

xx
lim
x

; 

     e)
35

492 2

4 ---

+-

­ xx

xx
lim
x

;                          f)
x

xsin
lim
x 2

1

2

-

-

­ pp
; 

     g)
4

3

5
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

+

¤­
 ;                                    h)

2

22

23
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ( )33 13 +--
¤­

xxlim
x

! 
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9.  ʘ)
3

23

53

149

xx

xx
lim
x -

+-

¤­
 ;                           b)

2

22

23
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     c)
323

137
3

2

+-

+-

¤­ xx

xx
lim
x

 ;                             d)
2

123
2

2

1 ++-

-+

-­ xx

xx
lim
x

; 

     e)
1572

612
2

5 --

+-+

­ xx

xx
lim
x

;                       f)
2

0

22

x

xsinxtg
lim
x

-

­
; 

     g) ( )ctgx

x
xsinlim +

­
1

0
;                                h)

3

41

53
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
; 

     i) ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

-­ 1

3

1

5
2

1 xx
lim
x

! 

10.ʘ)
127

53
24

34

+-

+-

¤­ xx

xx
lim
x

;                              b)
3

5

3

3

x

x
lim
x -

-

¤­
; 

     c)
1

52
23 -+

-

¤­ xx

x
lim
x

;                                   d) 
352

6113
2

2

3 --

+-

­ xx

xx
lim
x

; 

      e)
158

1222173
2

5 ++

+-+

-­ xx

xx
lim

x
;               f)

xtgx

xcos
lim
x

2

0

1-

­
; 

      g) ( )x
x

xlim
3

0
21+

­
 ;                                      h)

x

x x

x
lim

5

54

2
ö
÷

õ
æ
ç

å

-¤­
; 

       i) ( )xxlim
x

+-+
¤­

32 ! 

11.ʘ)
32

23

57

535

xx

xx
lim
x --

+-

¤­
;                               b)

43

23
2

3

+-

++

-¤­ xx

xx
lim

x
; 

      c)
22

7

xx

x
lim
x -+

-

¤­
;                                    d) 

6

8
lim

2

3

2 -+

-

­ xx

x

x
; 

      e)
11

22

2

2

0 -+

-+

­ x

x
lim
x

;                               f) öö
÷

õ
ææ
ç

å
-

­ xsintgx
lim
x

11

0
; 

     g)

32

4

1
-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ;                                    h)

3

4

35
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ö
÷

õ
æ
ç

å
-

­
2

0

12

xx
lim
x

! 

12. ʘ)
152

37
3

3

+-

-

¤­ xx

x
lim
x

;                                  b)
53

22
2

35

-

+-

-¤­ x

xx
lim

x
; 
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     c)
93

5
3

2

-

--

¤­ x

xx
lim
x

;                                 d)
1

2
3

2

1 +

--

-­ x

xx
lim
x

; 

     e)
x

xx
lim
x 7

77

0

+--

­
;                        f)

2

22

0

3

x

xisnxsin
lim
x

-

­
; 

      g)

1

32

52
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

+
x

x x

x
lim ;                              h)

x

x x

x
lim

2

35

3
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
; 

      i) ( )2--
¤­

xxlim
x

! 

13. ʘ)
193

19
2

2

+-

+-

¤­ xx

xx
lim
x

;                             b)
xx

xx
lim

x 4

154
2

4

-

+-

-¤­
; 

     c)
8

9
3-

-

¤­ x

x
lim
x

;                                       d)
20

16
2

2

4 -+

-

­ xx

x
lim
x

; 

     e)
xx

xx
lim
x --+

--+

­ 11

113

0
;                        f)

xtg

xsin
lim
x 25

7

0­
; 

     g)
2

2

2

4
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
 ;                                 h)

3

510

72
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

-­ 25

1

5

5
2

5 xx
lim
x

! 

14. ʘ)
7

57

144

937

xx

xx
lim
x --

+-

¤­
;                            b)

4

2
2

246

-

+-

¤­ x

xxx
lim
x

; 

     c)
64

273
3

2

+

-

¤­ x

x
lim
x

;                                    d)
32

3114
2

2

3 -+

-+

-­ xx

xx
lim
x

; 

     e)
22

312

4 --

-+

­ x

x
lim
x

;                               f)
2

0 2

51

x

xcos
lim
x

-

­
; 

     g)
3

2

35

51
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

+

¤­
   ;                               h)

1

25

16
+

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ( )33 1--
¤­

xxlim
x

! 

15.ʘ)
43

49
5

52

-

+-

¤­ x

xxx
lim
x

;                             b) 
12

247
2

23

+-

--

¤­ xx

xx
lim
x

; 

     c)
54

9
2 -+

-

¤­ xx

x
lim
x

;                                 d)
38

25

3 --

-+

­ x

x
lim
x

; 
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     e)
38

25

1 --

-+

-­ x

x
lim
x

;                               f)
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÷
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21. ʘ)
32

23

35

1

xxx

xx
lim
x --

--

¤­
;                             b)

4

35

3

2

x

xx
lim

x +

--

-¤­
; 

     c)
4

25
3

2

-

++

¤­ x

xx
lim
x

  ;                               d)
125

30
3

2

5 +

--

-­ x

xx
lim

x
; 

     e)
x

x
lim
x -

-+

­ 3

572

9
;                                 f)

2

22

0

2

x

xcosxcos
lim
x

-

­
; 

      g) ( )ctgx

x
xcoslim

0­
 ;                                    h)

4

13

2
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

+

¤­
; 



25 

 

      i) ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

-­ 25

5

5 2
5 xx

x
lim
x

! 

22. ʘ)
49

37
5

52

+-

-+

¤­ xx

xx
lim
x

 ;                             b)
3

93 2

+

-

¤­ x

x
lim
x

; 

      c)
23

2

xx

x
lim
x +-

-

¤­
 ;                                 d)

64

283
3

2

4 -

-+

­ x

xx
lim
x

; 

      e)
xx

x
lim
x +--­ 66

5

0
  ;                       f)

xsin

xarctg
lim
x 3

5

0­
; 

      g)
2

3

12

52
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-

+

¤­
;                                 h)

x

x x

x
lim

2

2

43
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
; 

      i) ( )( )52+-
¤­

xxxlim
x

! 

23. ʘ)
153

39
32

32

+-

+-

¤­ xx

xxx
lim
x

 ;                           b)
2

7
3

4

-

--

¤­ x

xx
lim
x

; 

     c)
75

93
3

2

+

-

¤­ x

x
lim
x

 ;                                     d)
19

127
2

3

3

1 -

-

­ x

x
lim
x

; 

     e)
443

2

4 -+

-

­ x

x
lim
x

  ;                              f)
xarctgx

xcos
lim
x

21 2

0

-

­
; 

     g) ( ) 4/

1

4

2lim p
p

+

-­

+ x

x

tgx  ;                          h)

1

16

53
-

¤­
ö
÷

õ
æ
ç

å

+

-
x

x x

x
lim ; 

     i) ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

­ xxx
lim
x

2
0

33
! 

24. ʘ)
3

3

47

532

x

xx
lim
x -

+-

¤­
 ;                            b)

x

xx
lim
x -

-

¤­ 7

54 2

; 

      c)
9

215
23 ++

-

¤­ xx

x
lim
x

;                               d)
10113

1055
2

2

2 ++

-+

-­ xx

xx
lim

x
; 

      e)
23

21

1 -+

--

­ x

x
lim
x

;                                 f)
xcos

xsinx
lim
x 610 -­

; 

      g)

x

x x

x
lim

5

34

32
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-

¤­
  ;                              h)

4

3

25
x

x x

x
lim ö

÷

õ
æ
ç

å

+

-

¤­
; 

      i) ( )21 22 +--
¤­

xxxlim
x

! 



26 

 

25. ʘ)
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26. ʘ)
132

1911
2

2

--

+-

¤­ xx

xx
lim
x

;                             b)
3

3
2

5

-

-

-¤­ x

x
lim

x
; 

     c)
65

7
2 -+

-
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+
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Tipikus v§ltozat megold§sa 
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3. A f¿ggv®nyek folytonoss§ga  

 

Az ()y f x=  f¿ggv®nyt, melynek D  halmaz az ®rtelmez®si tartom§nya, folytonosnak 

nevezz¿k az x0 pontban a D -bŖl, ha() ()lim .
x x

f x f x
­

=
0

0  Ez a felv®tel ekvivalens az al§bbi 

felt®telekkel:  

1)  ()f x  ®rtelmezve van az x0 pontban; 

2)  ( ) ( )f x f x0 00 0- + -,  bal ®s jobb oldali hat§r®rt®kek l®teznek ®s v®gesek; 

3)  ( ) ( )f x f x0 00 0- = + ;  

4)  ( ) ( ) ()f x f x f x0 0 00 0- = + = . 

Ha ezen felt®telek kºz¿l valamelyik nem teljes¿l, akkor az ()f x  f¿ggv®nynek az x0  

pontban szakad§sa van.  

Az  f¿ggv®ny az  pontj§ban nem folytonos, de l®tezik 

v®ges jobb ®s bal oldali hat§r®rt®ke, akkor a szakad§s elsŖfaj¼, ha , 

akkor a szakad§s megsz¿ntethetŖ. 

Az  f¿ggv®ny az  pontj§ban nem folytonos ®s 

, akkor a szakad§s m§sodfaj¼. 

 

OM-3.1 

 

1. Hat§rozz§k meg az ( )( )3357 2-+= x/xy  f¿ggv®ny folytonoss§g§nak tartom§ny§t 

(halmaz§t)! 

2. Adott az al§bbi f¿ggv®ny 

()

î
î
î

í

î
î
î

ì

ë

²-

<¢

<+

=

.
2

,
2

,
2

0,cos

,0,22

pp

p

xhax

xhax

xhax

xf  

Ćllap²tsa meg, milyen szakad§sa van a megadott f¿ggv®nynek!   

RMRMf Ë­ ,: ax=

() () Axfxf
axax

==
-­+­ 00

limlim

RMRMf Ë­ ,: ax=

() ()°¤=°¤=
-­+­

xfésxf
axax 00

limlim
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3. Ćllap²tsa meg, folytos-e az ( )4
8

2 += xy  f¿ggv®ny az 41=x  ®s 42 -=x  pontokban! 

 

¥M-3.1 

 

1.  1) Ćllap²tsa meg, folytonos-e az  ()( )( )93126 ++= x/xxf  f¿ggv®ny az 

3,1 21 -=-= xx  pontokban! K®sz²tsen v§zlatos §br§t! 

2)  Adott az al§bbi f¿ggv®ny 

     ()

î
î
î

í

î
î
î

ì

ë

²-

<¢

<

=

.
2

,4

,
2

0,cos2

,0,2

p

p

xhax

xhax

xha

xf  

Ćllap²tsa meg, milyen szakad§sa van a megadott f¿ggv®nynek! K®sz²tsen v§zlatos §br§t! 

3)  Ćllap²tsa meg, folytonos-e az 
4

42
)(

+

-
=

x

x
xf  f¿ggv®ny az 01=x  ®s 42 -=x  

pontokban! K®sz²tsen v§zlatos §br§t! 

 

IM -3.1 

  

1. Ćllap²tsa meg, folytonosak-e az al§bbi f¿ggv®nyek ®s k®sz²tsen v§zlatos §br§t!   

 

1.1. ()
î
í

î
ì

ë

>-

¢<

¢+

=

.x,x

,x,

,x,x

xf

22

201

03

2

     1.2. ()
î
í

î
ì

ë

²

<¢

<-

=

.x,

,x,xsin

,x,x

xf

p

p

3

0

01

 

1.3. ()
î
í

î
ì

ë

>

¢¢-+

-<-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

22

211

11

2
   1.4. ()

î
í

î
ì

ë

>+

¢<

¢

=

.x,x

,x,

,x,

xf x

23

202

01

 

1.5. ()
î
í

î
ì

ë

>

¢<-

-¢-

=

.x,

,x,x

,x,x

xf

12

12

22

3      1.6. ()
î
í

î
ì

ë

²

<<--

-¢+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

2

212

143

2  
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1.7. () ( )
î
í

î
ì

ë

>-

¢<-

¢

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

36

312

1

2
    1.8. ()

î
í

î
ì

ë

>-

¢¢+

<-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

22

212

11

2   

1.9. ()
î
í

î
ì

ë

>-

¢¢--

-<

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

35

311

13

      1.10. ()
î
í

î
ì

ë

>-

¢¢--

-<

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

11

121

2

3

 

1.11. ()
î
í

î
ì

ë

²-

<<+-

¢+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

113

103

02

2

   

1.12. ()
î
í

î
ì

ë

>

¢<--

-¢

=

.x,x

,x,x

,x,

xf

32

324

20

2  

1.13. ()
î
í

î
ì

ë

>-

¢¢

<-

=

.x,x

,x,xcos

,x,

xf

p

p

1

0

02

    1.14. ()
î
í

î
ì

ë

>

¢¢--

-<

=

.x,xln

,x,x

,x,

xf

1

1121

13

 

1.15. ()
î
í

î
ì

ë

>+

¢<

¢-

=

.x,x

,x,x

,xx

xf

23

20

02

3       1.16. ()
î
í

î
ì

ë

²

<¢-+

-<+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

14

112

14

2  

1.17. () ( )
î
í

î
ì

ë

>-

¢<+

¢+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

24

201

01

2

  

1.18. ()
î
í

î
ì

ë

>-

¢<--

-¢-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

05

014

12

2  

1.19. () ( )
î
í

î
ì

ë

²-

<<-

¢-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

23

201

0

2

   

1.20. ()

( )

( )
î
í

î
ì

ë

²

<<-+

-¢+-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

02

011

113

3
 

1.21. ()
î
í

î
ì

ë

>+

¢<-

¢

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

21

20

02 2

       1.22. ()
î
í

î
ì

ë

>+

¢<+

¢

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

22

311

12

2  

1.23. ()
î
í

î
ì

ë

>+

¢¢-

<-

=

.x,x

,xx,x

,x,x

xf

23

203

03

2
 1.24. ()

î
í

î
ì

ë

>-

¢<

¢-

=

.x,x

,x,

,x,x

xf

33

300

01

 

1.25. ()
î
í

î
ì

ë

>+

¢<

¢

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

13

102

0

2       1.26. ()
î
í

î
ì

ë

>

¢¢

<

=

.x,

,x,x

,x,xsin

xf

30

302

0
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1.27. ()

î
î
î

í

î
î
î

ì

ë

²

<<

¢

=

.x,

,x,

,x,xcos

xf

p

p
p

p

2

2
0

2

      1.28. ()

( )î
í

î
ì

ë

²-

<<

¢-

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

214

20

02

2  

1.29. ()
î
í

î
ì

ë

²-

<¢-

<+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

2

201

01

2     1.30. ()

î
î
í

îî
ì

ë

>

¢<-

¢+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

22

201

01

2

2

 

2. Ćllap²tsa meg, folytonosak-e az al§bbi f¿ggv®nyek a megadott pontokban! 

2.1.   () .x,x;xf x 3218 21
2

2

==-= -   

2.2.  () .x,x;
x

x
xf 53

3

2
21 ==

-
=   

2.3.   () .x,x;xf x 3215 21
3

2

==+= -  

2.4.   () .x,x;
x

x
xf 21

1

3
212
==

-
=  

2.5.   () .x,x,x;
x

x
xf 322

4

7
3212
=-==

-
=  

2.6.   () .x,x;xf x 1212 21
2

3

-=-=+= +  

2.7.   () .x,x;xf x 3224 21
2

5

==+= -   

2.8.   () .x,x;xf x 0123 21
1

3

=-=-= +  

2.9.   () .x,x;xf x 0115 21
1

4

=-=-= +  

2.10. () .x,x;
x

x
xf 32

2

3
21 =-=

+

-
=  

2.11. () .x,x;
x

x
xf 32

2

2
21 ==

-

+
=  

2.12. () .x,x;
x

x
xf 15

5

3
21 -=-=

+

-
=  

2.13. () .x,x;xf x 213 21

1
1

2

===
+

-  
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2.14. () .x,x;xf x 034 21
3

3

=-== -  

2.15. () .x,x;xf x 5426 21
4

3

==-= -  

2.16. () .x,x;
x

x
xf 11

1

2
21 =-=

+

-
=  

2.17. () .x,x;xf x 4332 21
3

1

==+= -  

2.18. () .x,x;xf x 025 21

1
2

2

===
-

-  

2.19. () .x,x;
x

x
xf 31

1

7
21 ==

-

+
=  

2.20. () .x,x;
x

x
xf 13

3

5
21 -=-=

+

-
=  

2.21. () .x,x;xf x 323 21
2

1

=== -  

2.22. () .x,x;xf x 659 21
5

1

=== -  

2.23. () .x,x;xf x 652 21
5

3

=== -  

2.24. () .x,x;xf x 4325 21
4

1

==-= -  

2.25. () .x,x;xf x 4316 21
3

1

==+= -  

2.26. () .x,x;xf x 5417 21
5

1

==+= -  

2.27. () .x,x;
x

x
xf 45

4

3
21 -=-=

+

-
=  

2.28. () .x,x;
x

x
xf 23

2

5
21 ==

-

+
=  

2.29. () .x,x;xf x 215 21

3
1

2

===
+

-  

2.30. () .x,x;xf x 102 21
1

5

=== -  
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Tipikus v§ltozat megold§sa 

 

1. Ćllap²tsa meg, folytonos-e az al§bbi f¿ggv®ny ®s k®sz²tsen v§zlatos §br§t! 

() ( )

î
î
í

îî
ì

ë

²-

<<--

¢-

=

.2,3

,20,11

,0,

2

2

xx

xx

xx

xf  

Megold§s. 

Az ()xf  f¿ggv®ny folytonos a ( )0;¤- , ( )20;  ®s ( )+¤;2  intervallumokon, mivel 

ezeken elemi f¿ggv®nyk®nt szerepel. Teh§t, a szakad§s csak az x1 ®s x2 pontokban lehets®ges.  

1)  Az 01=x  pont eset®re kapjuk: 

() ( ) () ( )( )011limlim,0limlim
2

0000

2

0000

=--==-=
+­+­-­-­

xxfxxf
xxxx

, 

() ,xf x 00 0
2 =-= =  vagyis az ()xf  f¿ggv®ny folytonos az 01=x  pontban. 

2)  Az 22=x  pont eset®re kapjuk: 

() ( )( ) () ( ) ,xlimxflim,xlimxflim
xxxx

13011
0202

2

0202
=-==--=

+­+­-­-­
()( ) ,xf x 132 2=-= =   

vagyis az 22=x  pontban az ()xf  f¿ggv®nynek elsŖfaj¼ nem megsz¿ntethetŖ szakad§sa van. 

A f¿ggv®ny grafikonja az 3.1 §br§n van §br§zolva. 

2.  Ćllap²tsa meg, folytonos-e az () 34 2

1

+= -xxf  f¿ggv®ny az 21 =x ®s 32=x  

pontokban! 

Megold§s. 

Az 21 =x  pont eset®re: 

() ,limxflim x

xx
3034 2

1

0202
+=

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+= -

-­-­
 

() ,limxflim x

xx
¤=

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+= -

+­+­
34 2

1

0202
 

vagyis 21=x  pontban az ()xf  f¿ggv®nynek m§sodfaj¼ szakad§sa van.  

Az 32=x  pont eset®re: 

() ,limxflim x

xx
734 2

1

0303
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+= -

-­-­
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() ,limxflim x

xx
734 2

1

0303
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+= -

+­+­
 

() .f 7343 23

1

=+= -  

Teh§t, az 32=x  pontban az ()xf  f¿ggv®ny folytonos.  

 

 

-2

-4

-1

-1 2 3

1

0  x

 y

 

3.1. §bra 
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4. A deriv§ltf¿ggv®ny 

 

Legyen ( ) ()D Dy f x x f x= + - -0 0 az ()y f x= f¿ggv®ny nºvekm®nye az x0 pontban, 

mely a ɝὼ ὼ ὼ argumentum nºvekm®ny®nek felel meg. Az ()y f x= f¿ggv®ny x0

ponthoz tartoz· deriv§ltj§nak az al§bbi hat§r®rt®ket nevezz¿k  

( )
( ) ( )

¡ =
+ -

­
f x

f x x f x

xx x
0

0 0

0

lim .
D

D
 

 

Elemi f¿ggv®nyek deriv§ltf¿ggv®nyei 

 

# ()y f x=  ()¡= ¡y f x  

1 ( )constC  0 

2 ( )xa a 0̧  aax -1
 

3 ( )a a ax > ¸0 1,  a ax ln  

4 ex  ex  

5 ( )log ,a x a a > ¸0 1  loga e
x
Ö
1

 

6 lnx  
1

x
 

7 sinx cosx  

8 cosx  -sinx  

9 tgx  
1

2cos x
 

10 ctgx -
1
2sin x

 

11 arcsinx  
1

1 2-x
 

12 arccosx  -
-

1

1 2x
 

13 arctgx 
1

1 2+x
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14 arcctgx -
+

1

1 2x
 

15 shx chx 

16 chx shx 

17 thx  
1
2ch x

 

18 cthx -
1
2sh x

 

 

Deriv§l§si szab§lyok 

 

Ha az () ()u x v x, - k®t deriv§lhat· f¿ggv®ny, akkor: 

1.  ( )u v u v+
¡
=¡+¡;  

2.  ( ) );( constCuCCu =¡=
¡

 

3.  ( )uv u v uv
¡
=¡+ ¡;  

4.  
u

v

u v v u

v

å

ç
æ
õ

÷
ö

¡

=
¡-¡

2 ;  

5. Ha az ()y f x=  f¿ggv®ny deriv§lhat· az x0 pontban ®s a ()z g y=  f¿ggv®ny 

deriv§lhat· az ()y f x0 0= , akkor az ºsszetett ()( )z g f x=  f¿ggv®ny is deriv§lhat· az x0  

pontban, melynek deriv§ltja egyenlŖ () () ()¡ = ¡ Ö¡z x g y f x0 0 0  (ºsszetett f¿ggv®ny deriv§l§si 

szab§lya). 

Legyen a f¿ggv®ny param®teres alakban megadva 

()

()
( )

x t

y t
t

=

=

ë
ì
í

Í
j

y
ab

,

,
, .  

Ha teljes¿l, hogy az ()x t=j  f¿ggv®ny az ( )ab,  intervallumon invert§lhat· (vagyis l®tezik 

inverzf¿ggv®nye) ®s ()t x= -j1 , akkor az ¡yx  deriv§lt kisz§m²that· az al§bbi k®plettel  

()

()
¡=

¡

¡
y

t

tx

y

j
.
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OM 4.1 

 

1.  A defin²ci· alapj§n hat§rozza meg az y = 2x
3
+3x

2
-x+1 f¿ggv®ny deriv§ltj§t! 

2.  Deriv§lja az al§bbi f¿ggv®nyeket 

     ʘ) ;xtgxy 75=        b) ;xsiney x 5
2

=        c) ;xcosxy
3 43-=  

     d) ;y xsin 52

3=          e) ;excosxy x32 Ö=   f) ;
e

x
y

x2

4 15 -
=  

     g) ;
x

x
y 4

2

2

13

13

+

-
=

 
   h) ;y xln

x

4=                i) ( );xshy xx  23 2+-=  

     j) ;xarctgchy 25 2+=                            k) !
arccos

log5
3

3

2

2

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
=

x

e
y

x

 

3. Logaritmikus deriv§l§si szab§ly alapj§n deriv§lja az al§bbi f¿ggv®nyeket 

    ʘ) ( ) ;xcosy
xsin3

4=        b) ( ) ;xy
xtg52 1+=            c) ( );xlny

x2

2=  

    d) 
( )( )

!
72

3
3

5

--

+
=

xx

x
y  

4. Deriv§lja az al§bbi ()xy  param®teres alakban megadott f¿ggv®nyeket  

a)  
îí

î
ì
ë

-+=

++=

;tty

,ttx

1

1

23

2

                               b) 
îí

î
ì
ë

=

=

!sin2

,cos2

3

3

ty

tx
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Deriv§lja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 

1.  ʘ) ;xtgxy 532=                    b) ;
xsin

xcos
y

12

12

-

-
=    

    c) ( );xsiny xcos 42 23 +=        d) ;excosxy x32 Ö=  

    e) ( );xctgy
x3

2=                  f) ;yxe yx 54422

=+-  

    g) 
îí

î
ì
ë

++=

-=

!1

,2

23

2

tty

ttx
 

2.  ʘ) ;
e

x
y

xsin3

3

=                       b) ( );xlnxsiny
325 +=  
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     c) ;y xsinx 34

3 -=                     d) ;xsinxxtgy 52 Ö=  

     e) ( ) ;xsiny
xcos5

4=               f) ( ) ;yxsinxy 52222 =-+  

     g) 
( )í

ì
ë

+=

=

!cos12

,ln

tty

tx
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Deriv§lja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 

1. 

ʘ) ;
x

x
x

xy
4

3 2
4

7
3 +-+=        b) 

( )
;

x
xxy

2

3 4

2

3
233

-
+-+=        

c) ;xsinxcosy 55 43 Ö=               d) ( ) ( );xxlnxy 224 27
+-Ö-=  

e) ( ) ;xshxy 33 26
Ö-=                 f) ;

x

e
y

xarccos

5

2

+
=  

g) 
( )

( )
;

x

xarctg
y

2
4

127

-

+
=                j) ( );xxlog

x

x
y 2

3 2
5

5
-

+

-
=  

k) ( ) ;xthy
xarcsin

3=                       l) 
( )

( )
;

x

xx
y

3

4

2

35

+

-+
=  

m) ;xyysin 52+=                      n) 
îí

î
ì
ë

=

-=

!3

,46

5

2

ty

tx
 

2. 

ʘ) ;xx
xx

y 24 3

5
25

37
-+-=       b) ( ) ;

xx
xy

43

2
5

2

4 3

-+
--=  

c) ( );xtgxsiny
32 252 +Ö=         d) ;xarctgy x 52 2Ö= -  

e) ( ) ;xxchy 13523 -Ö+=        f) ;
e

xx
y

x

21 -+
=  

g) 
( )
( )

;
x

xlg
y

3

2

3

135

-

-
=                    h) ( );xlg

x

x
y 74

13

13
3 +Ö
-

+
=  

i) ( )( ) ;xcosy
xln

2+=                   j) 
( )( )

( )
;

x

xx
y

5 2

35

7

23

+

-+
=  
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k) ;xyx 533 =+                             l) 
í
ì
ë

=

=

!ln

,arcsin

ty

tx
 

3. 

ʘ) ;
xxx

xy
212

5
5

7 +--=            b) 
( )

( );x
xx

y 3 2

22
3

132

7
--

+-
=  

c) ;xarcsinxctgy 24 87 Ö=             d) ;xarcctgy xcos 42 Ö=  

e) ;xlnxthy 22 25 Ö=                      f) ;
xx

e
y

x

23

2
2

2

+-
=

-

 

g) 
( )

;
x

xarctg
y

2
12

25

-
=                          h) ( );xcos

x

x
y 53

27

27
4 -Ö
+

-
=  

i) ( ) ;shxy
x

=                                j) 
( )
( )

;
x

xx
y

6

2

13

54

+

--
=   

k) ;yx 7=+                          l) 
í
ì
ë

+=

=

!ln

,ln2

tty

tx
 

4. 

ʘ) ;x
xx

xy 4

2

3 9
87

3 +-+=            b) 
( )

;xx
x

y
5 2

3
27

4

8
--+

-
=  

c) ;xarccosxtgy 37 23Ö=               d) ( ) ;xctgxlny 2352 Ö-=  

e) ( )( );xxcthy
44 217 -Ö-=           f) 

( )
;

e

x
y

x2

4

13
2

-

+
=  

g) 
( )
( )

;
x

xln
y

5
3

57

-

+
=                           h) ( );xln

x

x
y 43

15

15
5 -Ö
-

+
=  

i) ( )( ) ;xlny
xcos

2+=                       j) 
( )

( )
;

x

xx
y

5

23

32

512

+

-+
=   

k) ;
yx

yx
y

+

-
=2                                 l) 

î
í

î
ì

ë

=

=

!

,

t

t

e

t
y

tex

 

5. 

ʘ) ;xx
xx

y 64 3

2
5

47
-+-=              b) ( )

( )
;

xx
xy

32

6 5

23

8
3

+-
--=  

c) ( ) ;xsinxarcctgy 34 237 Ö-=        d) ;xcosey tgx 4Ö=   
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e) ;chxey x 33 2

Ö= -                     f) 
( )

;
x

e
y

x

2

3

53+
=  

g) 
( )

( )
;

x

xlog
y

4

3

7

132

-

-
=                 h) ( );xcos

x

x
y 53

2

2
6 -Ö
+

-
=  

i) ( ) ;xlogy
cthx

32=                     j) 
( )( )

( )
;

x

xx
y

3 6

56

13

719

-

--
=  

k) ;yxycos 63 +=                     l) 
îí

î
ì
ë

=
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4 32

32

1
1

-
-+-=  

c) ;xarctgxsiny 35 2Ö=                d) ;xcosey xsin 333=  

e) ( ) ( );xchxy 1272 23
+-=             f) 

( )
;

x

e
y

xsin

2
4+

=
-
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g) 
( )
( )

;
x

xlog
y

5

3

5

2

12

-

-
=                      h) ( );xln

x

x
y 52

110

110 36 -Ö
+

-
=  

i) ( )( );xlogy x

2

2 53 +=                     j) 
( )( )

( )
;

x

xx
y

7 6

710

3

217

-

+-
=  

k) ;xyy 783 +=                             l) 
( )

í
ì
ë

=

+=

!4

,sin52

2ty

ttx
 

30. 

ʘ) ;x
xx

xy 6

3

2 3
48

15 ++-=            b) ( );x
xx

y 3 2

2
2

527

4
--

+-
=  

c) ( ) ;xarcsinxctgy Ö+= 325       d) ( ) ( );xcosxlny
24 1212 +Ö+=  

e) ;xchey xth 1
2

+=                     f) ;
e

xctg
y

x3

5
=  

g) 
( )

;
x

xln
y

3
4

54

+
=                           h) ( );xlog

x

x
y 25

43

43
4

7 -Ö
-

+
=  

i) ( ) ;xcthy
x 1

5
+

=                        j) 
( )

( )( )
;

xx

x
y

45

8 7

11

5

-+

-
=  

k) ;ycos
yx
=+

78

22

                     l) 
îí

î
ì
ë

=

=

!sin2

,cos3

2

2

ty

tx
 

 

Tipikus v§ltozat megold§sa  

 

Deriv§lja az al§bbi f¿ggv®nyeket: 

ʘ) ;xx
x

xy 32
5

3
5 8

3

4 +-+-=   

Megold§s. 

( ) 2
5

815
122

5

8
343

5 3

4

343 5

3

-++=-+--Ö=¡ - x
x

xxxxy . 

b) ( )
( )2

4 32

2

6
123

-
-+-=

x
xxy ; 
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Megold§s. 

( )( ) ( )( ) =----+-=¡
-- 3

4

1
2 22626123

4

3
xxxxy  

( )
( ) ( )34 234 2 2

12

123

13

2

3

2

12

123

132

4

3

-
+

+-

-
Ö=

-
+

-

-
Ö=

xxx

x

xxx

x
. 

c) ( )136 +Ö= xtgxarccosy ; 

Megold§s. 

( ) ( )³+Ö++ÖÖ
-

-=¡ 13613
2

1

1

1 56 xtgxarccosxtg
xx

y  

( )
( ) ( )

( )
=

+

+Ö
+

-Ö

+
-=Ö

+
³

13

1318

12

13
3

13

1
2

56

2 xcos

xtgxarccos

xx

xtg

xcos
 

( )
( )

( )
( )

.
xx

xtg

xcos

xtgxarccos

-

+
-

+

+Ö
=

12

13

13

1318 6

2

5

 

d) 23 85 xarctgxlny Ö= ; 

Megold§s. 

=Ö
+
Ö+ÖÖÖ=¡ x

x
xlnxarctg

x
xlny 16

641

1
585

5

1
53

4

322
 

4

3
22

641

516
85

3

x

xlnx
xarctgxln

x +

Ö
+Ö= . 

e) xshey x 235 2

Ö= - ; 

Megold§s. 

( ) =ÖÖÖ+ÖÖ=¡ -- 2223210 2535 22

xchxshexshxey xx  

( )xxshxchxshe x 252322 25 2

-= - . 

f)
xe

xx
y

3

2

2

353 +-
= ; 

Megold§s. 

( )

=

ÖÖ+--
+-

-

Ö=¡
x

x
x

e

exx
xx

ex

y
6

32

2

3

3353
3532

56

2

1
 

( )( )
=

+-

---
=

+-Ö

+-Ö--
Ö=

3534

18301856

3532

3532356

2

1

23

2

2

23

6

xxe

xxx

xxe

xxxe

x

x

x
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3534

182336

23

2

+-

--
=

xxe

xx

x
; 

g) y =
( )

xsin

xlog

2

135
3

2 +
; 

Megold§s. 

( )
( )

xsin

xcosxsinxlog
lnx

xsin

y
2

222313
213

23

5
6

2
2

3

ÖÖÖ+-
+

Ö=¡ = 

( ) ( )( )
( ) xsinlnx

xcosxloglnxxsinxsin

2213

2132132223
5

6
2

2

Ö+

+Ö+-
= . 

h) ( )73
32

32
5 +
+

-
= xlg

x

x
y ; 

Megold§s. 

( )( )
( )

( )++
+

Ö--+
Öö

÷

õ
æ
ç

å

+

-
=¡

-

73
32

232322

32

32

5

1
2

5

4

xlg
x

xx

x

x
y  

+
( )

( )
( )

+
+

+
Öö

÷

õ
æ
ç

å

-

+
=

+
Ö

+

-
2

5

4

5

32

7312

32

32

5

1

1073

3

32

32

x

xlg

x

x

lnxx

x
 

+ 
( )

( )
( )

+ö
÷

õ
æ
ç

å

-

+

+

+
=

+
Ö

+

-
5

4

2
5

32

32

32

73

5

12

1073

3

32

32

x

x

x

xlg

lnxx

x
 

+
( )

.
x

x

lnx
5

32

32

1073

3

+

-

+
 

i) ( )( )
;5

72ln +
=

x
xthy  

Megold§s. 

Logaritmiz§ljuk a megadott f¿ggv®nyt: 

( ) ( )xthlnxlnyln 572 Ö+= , akkor deriv§ljuk mindk®t oldal§t: 

( ) ( ) .
xchxth

xlnxthln
x

y
y 55

5
725

72

21
2Ö

Ö++
+

=¡  

Innen megkeress¿k az y¡: 

( )( ) ( ) ( )
.

xchxth

xln

x

xthln
xthy

xln
ö
÷

õ
æ
ç

å

Ö

+
+

+
=¡

+

55

725

72

52
5

2

72
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j) 
( )

( )( )
;

72

3
76

5 3

+-

-
=

xx

x
y

 

Megold§s. 

A logaritmikus deriv§l§s alapj§n: ( ) ( ) ( ),xlnxlnxlnyln 77263
5

3
+----=  most 

deriv§ljuk: 

( )
;

xxx
y

y 7

7

2

6

35

31

+
-

-
-

-
=¡  

( )
( )( ) ( )

.
xxxxx

x
y öö

÷

õ
ææ
ç

å

+
-

-
-

-+-

-
=¡

7

7

2

6

35

3

72

3
76

5 3

 

k) xyyx 623 =- ; 

Megold§s. 

Deriv§ljuk az egyenlet mindk®t oldal§t: 

,yyyxyx 623 32 =¡-¡+   

innen  

.
yx

yx
y

2

36
3

2

-

-
=¡  

l) 
îí

î
ì
ë

-=

-=

!6

,23

3

23

ty

ttx

 

Megold§s. 

Mivel ,ty,ttx tt

22 3   49 =¡-=¡  ez®rt 

.
t

t

tt

t

x

y
y

t

t
x

49

3

49

3
2

2

-
=

-
=
¡

¡
=¡  
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5. Deriv§lt alkalmaz§sa  

 

Ha az ()y f x=  f¿ggv®ny deriv§lhat· az ( )ba,  intervallumon ®s ()¡ >f x 0 minden 

( )x a bÍ , , akkor az ()f x  f¿ggv®ny szigor¼an monoton nºvekvŖ az ( )a b,  intervallumon; ha 

pedig ()¡ <f x 0 minden ( )x a bÍ , , akkor az ()f x  f¿ggv®ny szigoruan monoton csºkkenŖ 

ezen az intervallumon. Ha l®tezik olyan kºrnyezete az x0 pontnak, hogy tetszŖleges x x̧0 

ebbŖl a kºrnyezetbŖl teljes¿l az () ()f x f x> 0  egyenlŖtlens®g (vagy () ()0xfxf < ), akkor az 

x0 pontot helyi minimum (maximum) pontj§nak nevezz¿k az ()y f x=  f¿ggv®nynek ®s az  

()0xf  ï a f¿ggv®ny helyi minimum§nak (maximum§nak) nevezz¿k. Ezen pontokat a 

f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyeinek nevezz¿k. Azon pontokat, melyekben az ()¡ =f x 0 vagy az 

()¡f x  nem l®tezik, a f¿ggv®ny kritikus pontjainak nevezz¿k. 

Sz¿ks®ges felt®tel. Ha az x0 pont  az ()xf  f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelye, akkor 

()¡ =f x0 0 vagy ()¡f x0  nem l®tezik. 

El®gs®ges felt®telek.  

1) Legyen ()f x  deriv§lhat· az x0  kritikus pont valamely ( )x x0 0- +d d,  

kºrnyezet®ben, kiv®telesen az x0 pontban. Akkor, ha ()¡ >f x0 0 minden ( )x x xÍ -0 0d,  ®s 

()¡ <f x0 0 minden ( )x x xÍ +0 0, ,d  akkor az x0- helyi maximum pont; ha ()¡ <f x0 0 

minden ( )x x xÍ -0 0d,  ®s ()¡ >f x0 0 minden ( )x x xÍ +0 0, ,d  akkor az x0- helyi minimum 

pont. 

2) Legyen ()y f x= f¿ggv®ny k®tszer deriv§lhat· az x0  kritikus pontban ®s annak 

valamely kºrnyezet®ben. Ha  () ,xf 00 <¡¡  akkor az x0- helyi  maximum pont, ha () ,xf 00 >¡¡  

akkor x0- helyi minimum pont. Ha pedig () ,xf 00 =¡¡  akkor tov§bbi vizsg§latra van sz¿ks®g.  

 

OM-5.1 

 

1. Igazolja, hogy az xxy += 3 f¿ggv®ny szigoruan monoton nºvekvŖ!  

2. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek monotonit§s§nak intervallumait: 
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      a) ;52 24 --= xxy   

      b) ;2 xexy -=   

      c) ;
ln x

x
y=   

      d) !20,sin2 p¢¢-= xxxy   

3.  Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

      a) ;32 23 xxy -=   

      b) !76
3

2 32 -= xxy   

4. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek sz®lsŖ®rt®khelyeit a m§sodik deriv§lt 

seg²ts®g®vel: 

     ʘ) xaaxxy 223 2 +-=  ( );0>a    

     b) xexy -= 2 !  

     

¥M-5.1 

 

1. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny monotonit§s§nak intervallumait: 

!
1662 --

=
xx

x
y  

2.  Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

( )!563 22 xxy -=  

2. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny monotonit§s§nak intervallumait:  

( )( )!122
45

+-= xxy  

3. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

( )!1ln xxy +-=  

4. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny monotonit§s§nak intervallumait: 

!xexy -=  

5. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

!222 +-= xxy  
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OM-5.1 

 

1. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek monotonit§s§nak intervallumait: 

1.1.  ʘ) 1493 23 +--= xxxy ;                b) xlnxy -= 22 ;    

        b) ( )!203sin32 p¢¢-= xxxy  

1.2.  ʘ)( )( )34
122 +-= xxy ;                    b) xxey= ;    

        c) !cos2 xxy +=  

1.3.  ʘ)
2

2

1

1

xx

xx
y

++

+-
= ;                              b) ( )21 xxlny ++= ;    

        c) ( )!20,2cossin2 p¢¢+= xxxy  

1.4.  ʘ)
x

x
y

12-
= ;                                     b)

xe

x
y

2

= ;    

        c) !3tgxxy +=  

1.5.  ʘ)( )( )25
133 --= xxy ;                      b) xlnxy += 2 ;    

        c) ( )!0,cossin ¢¢--= xxxy p  

1.6.  ʘ)
xxx

y
694

10
23 +-

= ;                     b) ( )21 xlnxy +-= ;    

        c) !cos33 xxy +=  

1.7.  ʘ)23 43 -= xy ;                                 b) xxey -= ;    

        c) xctgxy -=  ! 

1.8.  ʘ)
1

222

-

+-
=

x

xx
y ;                            b)

x

xln
y= ;    

        c) xtgxy 2+= ! 

1.9.  ʘ)
x

xx
y

44 2--
= ;                            b) xey += 5

1

;    

         c) ( )p2023 ¢¢-= x,xsinxy ! 

1.10. ʘ)
( )21

1

-

+
=

x

x
y ;                                 b)

x

xln
xy += ;    

         c) 15 += tgxy ! 
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1.11. ʘ)
x

x
y

-
=

9
;                                     b) xlnxy 22-= ;    

         c) !53 -= ctgxy  

1.12. ʘ) xxxxy 6623 234 +--= ;             b)
x

x
lny
-

+
-=

1

1
;    

         c) xcosxy +=2 ! 

1.13. ʘ)
( )

1

2
3

+

-
=

x

x
y ;                                  b) ( )12+= xlny ;    

         c) 73 += tgxy ! 

1.14. ʘ)
12

3

+-
=

xx

x
y ;                               b)

x

xln
y= ;    

         c) ( )022 ¢¢--= x,xsinxcosy p ! 

1.15. ʘ) 155 345 ++-= xxxy ;                   b) xexy

1

2= ;    

         c) ö
÷

õ
æ
ç

å
<<-+=

22
1 2 pp

x,xtgy ! 

1.16. ʘ)
1

6
2

2

+

+
=

x

x
y ;                                    b) xlnxy= ;    

         c) ö
÷

õ
æ
ç

å
¢¢-+=

22
22

pp
x,xcosxsiny ! 

1.17. ʘ)( )3 222 axy -= ;                           b) ( ) xxlny -+= 12 ;    

         c) xarctgxy += ! 

1.18. ʘ)22 xxy -= ;                               b) pxpx beaey -+= ;    

         c) arcctgxxy -= ! 

1.19. ʘ)
xx

xx
y

2

1
2

2

-

--
= ;                              b) xlnxy= ;    

         c) ( )033 ¢¢--= x,xcosxsiny p ! 

1.20. ʘ) ( )02 >-= axaxxy ;                b) 12-= xey ;    

         c) 33 xarctgxy += ! 

1.21. ʘ)
254

31

x

x
y

+

+
= ;                              b)

( )304

1
34 ++

=
xxln

y ; 
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         c) ( )p202 2 ¢¢-= x,xsinxcosy ! 

1.22. ʘ)
xx

y
-

=
19

34
;                               b) ( )xlnxy +-= 1 ;    

         c) ( )p20 ¢¢+= x,xcosxsinxy ! 

1.23. ʘ)( )( )3 22 15 +-= xxy ;                    b)
xe

x
y +
-
=

3
;    

         c) ö
÷

õ
æ
ç

å
¸¢¢+=

2

3
;

2
,20,5sec

pp
p xxxy ! 

1.24. ʘ)( )( )53
532 +-= xxy ;                   b)

xe
x

y -+=
1

;    

         c) ö
÷

õ
æ
ç

å
¸<<-+= 0,

22
,cossec xxxecxy

pp
! 

1.25. ʘ)
1

1

+

-
=

x

x
y ;                                       b) ( ) xxlny -+= 1 ;    

         c) tgxy 52+= ! 

1.26. ʘ)
( )23

3

+

+
=

x

x
y ;                                 b)

x
ey x 2
-= ;    

         c) 27 -= ctgxy ! 

1.27. ʘ)
2

3 4

x

x
y

+
= ;                                    b)

x

x

e

e
y

12 +
= ;    

         c) 3xxarcsiny += ! 

1.28. ʘ)
( )2

2

2+
=

x

x
y ;                                 b) ( )42-+= xlnxy ;    

         c) 3xxarccosy -= ! 

1.29. ʘ)
13

4

-
=

x

x
y ;                                     b) xlnxy 2-= ;    

         c) !cos3 xxy -=  

1.30. ʘ)( )3 21 xxy += ;                              b) ( ) xexy 21+= ;    

         c) xxsiny 52 -= ! 
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2. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

2.1. a)
xx

y
-

=
19

34
;                       b) xx eey 23 32 -+=  !   

2.2. a) 32 23 xxy -= ;                      b)
xln

x
y=  !    

2.3. a) 71862 23 +--= xxxy ;       b)
2

4

1
xxcosxsinxy -+= ;  

       !
22
ö
÷

õ
æ
ç

å
¢¢-
pp

x   

2.4. a) 52 24 +-= xxy ;                   b) xlnxy -= 22  !    

2.5. a) ( )3 22 4-= xy ;                      b) x

x

ey -= 4

2

 ! 

2.6. a)
( )21

1

+

-
=

x

x
y ;                          b) xsinxy 2+= ; 

       ( )p20 ¢¢x ! 

2.7. a)
14 2

2

-
=

x

x
y ;                          b) 23

2x

exy

-

=  ! 

2.8. a)
x

xx
y

44 2--
= ;                   b) arctgxxy 2-=  ! 

2.9. a) 92464 23 +--= xxxy ;      b)
1

2

-
=

x

x

e

e
y  ! 

2.10. a)
( )

1

2
2

+

-
=

x

x
y ;                      b) xcosxy 2+= ; 

        ( )p20 ¢¢x ! 

2.11. a) 582 24 --+= xxxy ;        b)
x

xxln
y

+
=  ! 

2.12. a) ( )31 xxy += ;                    b)
xln

x
y

2

=  ! 

2.13. a) 155 345 ++-= xxxy ;        b)
x

x
y

2

2
+=  ! 

2.14. a)
12

2

-
=

x

x
y ;                      b) ( ) xxlny -+= 21  ! 



62 

 

2.15. ʘ)
254

31

x

x
y

+

+
= ;                           b) ( )12 -= xey x  ! 

2.16. ʘ)
1

443
2

2

++

++
=

xx

xx
y ;                        b) ( )32-= - xey x !  

2.17. ʘ)
1

1
2

2

-

+
=

x

x
y ;                                  b) xxsiny -= 2  ! 

2.18. ʘ) 51232 23 --+= xxxy ;              b)
( )212

5
2

x
arctgxy

+
+=  ! 

2.19. ʘ) ( )22 12-= xxy ;                            b)
3

3
2

2
x

cos
x

cosy += ! 

2.20. a)
( )( )

2

82

x

xx
y

--
= ;                         b) chxy= ! 

2.21. a)
1

222

-

+-
=

x

xx
y ;                            b)

x

e
y

x

= ! 

2.22. a)
( )24

16

xx
y

-
= ;                               b) xlnxy 2= ! 

2.23. a)
32

2

+
=

x

x
y ;                                    b) xxey 2= ! 

2.24. a)
8

4

2+
=

x
y ;                                 b) !arctgxxy -=  

2.25. a) ( )( )22
21 --= xxxy ;                     b) ( )xlnxy +-= 1 ! 

2.26. a)
3 2 4-
=

x

x
y ;                                 b) xlnxy= ! 

2.27. a) ( )3 22 1-= xy ;                              b) xexy -= 2 ! 

2.28. a) ( )( )xxy -+= 21 2 ;                         b) 1

1
2

2

2 +

-

= x

x

y ! 

2.29. a)
2-

=
x

x
y ;                                      b) xsinxsiny 422 += ! 

2.30.a) ( )xxy 3-= ;                                b)
x

xln
y=  ! 

3. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek sz®lsŖ®rt®khelyeit a m§sodik deriv§lt 

seg²ts®g®vel: 
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3.1.  ;
x

xy
4
+=                                       3.2. ;xxy -+= 1         

3.3.  ;
e

x
y

x

2

=                                           3.4. ;xchy 2=                 

3.5.  ;
xln

x
y=                                          3.6. ;

x

e
y

x-

=  

3.7.  ( );xlny 21+=                                  3.8. ( );xlnxy 7124 -=  

3.9.  ( ) ;xxy 222
6

+++=                      3.10. ;arctgxey arctgx-=              

3.11. ;xarcsinxy -= 2                           3.12. ;
x

xln
y=  

3.13. ( );a
x

ln
x

a
y 0

2
>=                          3.14. ;xy 5--=  

3.15. ;x
x

y +=
9

                                      3.16. ;
x

x
y

2

2

3-
=  

3.17. ;
x

xy
22+=                                    3.18. ;xxy 53 23 +-=  

3.19. ;
x

x
y

2

2
+=                                     3.20. ( );xxy

23 2-=  

3.21. ;ey x2-=                                        3.22. ;xey x=  

3.23. 42 24 --= xxy ;                          3.24. ;xcoslny=  

3.25. ;xsinlny=                                    3.26. ;
x

xln
y

2
=  

3.27. ;
x

x
y

12+
=                                     3.28. ( );xey xsin p20 ¢¢=  

3.29. ;
x

xy
2

2 1
+=                                  3.30. !

1+
=

x

e
y

x

 

 

Tipikus v§ltozat megold§sa 

 

1. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek monotonit§s§nak intervallumait:: 

    ʘ) .
x

x
y

2

122

+

+
=  
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Megold§s. 

Az 2-=x  pontban a f¿ggv®nynek szakad§sa van. 

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

;
x

xx

x

xx

x

xxx
y

22

2

2

2

2

26

2

124

2

1222

+

-+
=

+

-+
=

+

+-+
=¡  

Ha ,y 0=¡ akkor ( )( ) ,xx 026 =-+  innen kapjuk, hogy 26 21 =-= x;x  kritikus pontok. 

Az 23 -=x  pontban nem l®tezik deriv§lt, de ez a pont nem kritikus, mivel nem 

tartozik hozz§ a f¿ggv®ny ®rtelmez®si tartom§ny§hoz. 

Az 2,2,6 321 -==-= xxx  pontok felosztj§k 4 intervallumra a sz§megyenest. 

Meghat§rozzuk minden intervallumon a deriv§lt elŖjel®t.  

 

. .+ _ _ +

-2 2 x 

 

Mivel 0>¡y  az ( ) ( )¤Ç-¤- ;; 26 , ez®rt a f¿ggv®ny itt monoton nºvekvŖ; 

0<¡y  az ( ) ( )2226 ;; -Ç-- , ez®rt a f¿ggv®ny itt monoton csºkkenŖ. 

   b) ;
x

xln
y 2+=  

Megold§s. 

A f¿ggv®ny ®rtelmezett a ( ¤+;0 ) intervallumon. 

.exxlny;
x

xln

x

xlnx
xy =Ý=Ý=¡

-
=

-Ö

=¡ 10
1

1

22
 

Az ex=  kritikus pont felosztja a f¿ggv®ny ®rtelmez®si tartom§ny§t k®t intervallumra. 

Meghat§rozzuk ezeken a deriv§lt elŖjel®t: 

 

 

.
o e

+ _

x  

 

Az ( ) 00 >¡ye; , ez®rt a f¿ggv®ny monoton nºvekvŖ. Az( ) ,y;e 0 <¡+¤  ez®rt a 

f¿ggv®ny monoton csºkkenŖ. 
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c) .xsinxy 25 +=  

Megold§s. 

A f¿ggv®ny minden¿tt ®rtelmezve van. .xcosy 225+=¡  Mivel 12 ¢xcos  minden 

,RxÍ  ez®rt .xcos 2222 ¢¢-  Teh§t 0225 >+ xcos  minden¿tt, vagyis a f¿ggv®ny¿nk 

monoton nºvekvŖ a val·s sz§mok halmaz§n.  

2. Hat§rozza meg az al§bbi f¿ggv®nyek sz®lsŖ®rt®khelyeit: 

    ʘ) .xxxxy 9241243 234 -+--=  

Megold§s. 

( ) ( )[ ]=---=+--=¡ 1211224241212 223 xxxxxxy  

( )( ) ( )( )( )221122112 2 +--=--= xxxxx . 

( )2210 321 -===Ý=¡ x;x;xy  kritikus pontok, melyek felosztj§k a sz§megyenest 

n®gy szakaszra.   

Mindegyiken meghat§rozzuk a deriv§lt elŖjel®t.  

 

2 2

_ + _ +

x
.. .
12 2

_

minmax  

Mivel az 2°=x  pontokon §thaladva a deriv§lt elŖjelet v§lt ç-è-r·l ç+è-ra, ez®rt a 

f¿ggv®nynek ezen pontjai minimum pontjai.   

( ) ( ) ( ) ( )+-----=-=
-234

21224232yymin  

( ) ( ) 6126439224 ,yy;, min º=-º--+ . 

Az 1=x  ponton §thaladva a deriv§lt elŖjelet v§lt ç+è-r·l ç-è-ra, ez®rt ezen pontja a 

f¿ggv®ny maximuma: () 292412431 =-+--==yymax . 

   b) ( )p202 ¢¢-= x.xcosxy . 

Megold§s. 

Ý-=Ý=+Ý=¡+=¡
2

1
021021 xsinxsiny;xsiny  
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é
é
é
é

ê

è

=

=

Ý

.x

;x

6

11

6

7

2

1

p

p

 

A kapott kritikus pontok felosztj§k az egys®ges kºrt az al§bbi intervallumokra  

ö
÷

õ
æ
ç

å
ö
÷

õ
æ
ç

å

6

11

6

7

6

7
0

ppp
;,;  ®s ö

÷

õ
æ
ç

å
Ý p

p
2

6

11
;  a megadott p20 ¢¢x  szakaszon. 

Meghat§rozzuk a deriv§lt elŖjel®t mindegyik szakaszon (5.1. §bra). Mivel: 

1)  ,y 0>¡  vagyis, 
2

1
->xsin az ö

÷

õ
æ
ç

å
Çö
÷

õ
æ
ç

å
0

6

11

6

7
0 ;;

pp
, ez®rt itt a f¿ggv®ny monoton 

nºvekvŖ. 

2)  ,y 0<¡  vagyis, 
2

1
-<xsin az ö

÷

õ
æ
ç

å

6

11

6

7 pp
; , ez®rt itt a f¿ggv®ny monoton csºkkenŖ. 

Az 
6

7p
=x  ponton §thaladva a deriv§lt elŖjelet v§lt ç+è-r·l ç-è-ra, ®s az 

6

11p
=x  ponton 

§thaladva ç-è-r·l ç+è-ra, ez®rt a f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyei: 

 

.,cosyymax 674
2

1
2

6

7

6

7
2

6

7

6

7
ºö
÷

õ
æ
ç

å
-Ö-=-=ö

÷

õ
æ
ç

å
=

pppp
 

 

.,cosyymin 034
2

3
2

6

11

6

11
2

6

11

6

11
ºÖ-=-=ö

÷

õ
æ
ç

å
=

pppp
 

3. Hat§rozza meg az xexy -= 3  f¿ggv®ny sz®lsŖ®rt®khelyeit a m§sodik deriv§lt 

seg²ts®g®vel!  

Megold§s. 

( ) ;exxexexy xxx --- -=-=¡ 3232 33  

( ) ( ) ( ) .exxxexxexxy xxx --- +-=---=¡¡ 66336 23322  

Mivel a deriv§lt folytonos minden RxÍ , ez®rt a kritikus pontok kiel®g²tik a 

03 32 =-xx  egyenletet, vagyis 30 21 == x,x . 

Megkeress¿k  a m§sodik deriv§ltak ®rt®keit ezen pontokban: () 00 =¡¡y , vagyis, 01=x

- inflexi·s pont, () 093 3<-=¡¡ -ey , vagyis, 32=x - maximum pont.  
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() .,eyymax 341273 3º== -

 

 

6

11p

p2

2

1
-6

7p. ..
.

6

11

x

y

o
2

2

1
-

 

             

5.1. §bra 
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6. F¿ggv®nyvizsg§lat 

 

1. Konk§v ®s konvex f¿ggv®nyek egy intervallumon. Inflexi·s pont.  

Az ()y f x=  f¿ggv®ny grafikonj§t konvexnek nevezz¿k az (a,b) intervallumon, ha a 

grafikon gºrbe az (a,b) intervallumon az (a,b) szakaszr·l vett x pontban h¼zott ®rintŖ felett 

helyezkedik el. Ha a ( )b c,  intervallumon a grafikon gºrbe a (b,c) szakaszr·l vett x pontban 

h¼zott ®rintŖ alatt helyezkedik el, akkor az ()y f x=  f¿ggv®ny grafikonj§t konk§vnak 

nevezz¿k a (b,c) intervallumon (6.1 §bra). 

 

0

x

y

y=f(x)

a b c
 

6.1 §bra 

 

Ha az ()y f x= f¿ggv®ny k®tszer deriv§lhat· az ( )a b,  intervallumon ®s ()¡¡ >f x 0, 

akkor az konvex az ( )a b,  intervallumon; ha pedig ()¡¡ <f x 0 a ( )b c,  intervallumon, akkor az 

konk§v a ( )b c,  intervallumon.   

Azon pontokat, melyekben a f¿ggv®ny grafikonja gºrb¿letet v§lt (konvexrŖl konk§vra, 

vagy ford²tva) a f¿ggv®ny inflexi·s pontjainak nevezz¿k.  

2.  Aszimptot§k.  

Ha az ()y f x=  f¿ggv®nyre l®tezik olyan egyenes, hogy az ()( )M x f x,  pont ®s az 

egyenes kºzti t§vols§g a null§hoz kºzelit, amikor az M  pont a v®gtelens®gbe tart az orig·hoz 

k®pest, akkor ezt az egyenest a f¿ggv®ny asziptot§j§nak nevezz¿k.                                
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Az x a=  egyenes f¿ggŖleges aszimptot§ja az ()y f x=  f¿ggv®nynek, ha 

()lim
x a

f x
­ +

=¤
0

 vagy ()lim .
x a

f x
­ -

=¤
0

 Folytonos f¿ggv®nyeknek nincs f¿ggŖleges 

aszimptot§ja.  

Az  ferde aszimptota, ha a kºvetkezŖ hat§r®rt®kek l®teznek ®s v®gesek: 

®s . 

 

OM-6.1 

 

1. Igazolja, hogy az xarctgxy=  f¿ggv®ny grafikonja konvex a val·s sz§mok 

halmaz§n!  

2. Igazolja, hogy az ( )12-= xlny  f¿ggv®ny grafikonja konk§v a val·s sz§mok 

halmaz§n! 

3. Hat§rozza meg az 2353 45 -+-= xxxy  f¿ggv®ny gºrb¿leteinek intervallumait ®s 

az inflexi·s pontokat!  

4. V®gezze el a teljes f¿ggv®nyvizsg§latot az al§bbi f¿ggv®nyekn®l: 

     ʘ) ;
x

x
y

2

3

3-
=       b) !3 xexy -=   

 

¥M-6.1 

 

V®gezze el a teljes f¿ggv®nyvizsg§latot az al§bbi f¿ggv®nyekn®l ®s §br§zolja azokat:   

1.  ( ).xxlny 542 +--=     

2.  
( )

.
x

x
y

2
1

12

-

-
=   

3.  
x

xy
22+= !   

  

bkxy +=

( )

()
k

x

xf

x
x

=

-¤­
+¤­

lim

( )

()( ) bkxxf

x
x

=-

-¤­
+¤­

lim




