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Bevezetés

Köztudott, hogy 2017-tol megujúlt tantervi rendszer lépett életbe a matematika ok­

tatásban, mondván, hogy: ez jobban igazodik a gyakorlati élet problémáinak kezelésére, 

mint a régi. Témavezeto tanárom javaslatára, ebbol a körbol választottam ki a dolgozatom 

témáját. Kérése szerint, vizsgáljam meg, hogy mennyire megvalósíthatóak háromszögek 

területének kiszámításai az álltalános iskolák 9-dik osztálya és a középiskolák 10-dik osz­

tálya számára.

Olyan feladatsort állítottam össze, amely a lineáris gondolkodás alapján lépésről lé­

pésre halad elore a megoldás felé. Az egyszerűbb egy és két lépésre bontható feladatok 

után, az összetettebb három vagy négy lépéssel megoldhatók következtek, míg a végén a 

saját megoldásokat tartalmazó feladatok zárták a sort.

A teszt tartalmilag geometriai jellegű, s azt kívánja kimutatni, hogy van-e a megol­

dások évfolyamonkénti között hasonlóság vagy eltérés. Az összehasonlítás érdekében a 

feladatlapok szerkezeti felépítése megegyezik, valamint a vizsgált tudáselemek értékelése 

is azonos.

A követelményrendszer az ismeretanyag szempontjából is jól strukturált, áttekintheto. 

A feladatok megtekintésekor felmerülo kérdések egyértelm űk, jól érthetoek és az eddigi 

ismereteikkel könnyedén megoldhatóak.

A könnyebb átláthatóság kedvéért a kapott eredményeket diagramon, illetve táblázat­

ban fogom ábrázolni és összesíteni.
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1. fejezet

Háromszögek megoldása

1.1. A 0 o-tól 1 8 0 ° -ig terjedő szögek szinusza, koszinusza és 

tangense.

A hegyes szög szinuszának, koszinuszának és tangensének fogalmával már a 8.osztályos 

mértan során megismerkedtetek. Ezeket a fogalmakat kibovítjük bármilyen a  szögre, ahol

0° <  a  <  180° .

A koordinátasík felso félsíkjában megvizsgálunk egy félkört, melynek középpontja a 

koordinátarendszer kezdopontja (origó), sugara pedig 1 egység (1.1 ábra). Az ilyen félkört 

egységfélkörnek nevezzük.

Az a  szögnek ( 0° <  a < 180°) az egység félkörön megfelel az M pont, ha MOAZ = 

a  , ahol az O és A pontoknak a megfeleld koordinátái (0; 0) és (1; 0) (1.1 ábra). Például 

az 1.1 ábrán a 90°-kal egyenlo szögnek a C pont fog megfelelni, és a 180°-kal egyenlo 

szögnek pedig a B pont, a 0°-kal egyenlo szögnek pedig az A pont.

Legyen az a  hegyesszög. Akkor ennek megfelel egy M (x; y) pont az egységfélkör AC
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ívén (1 .2  ábra). Az OMN derékszögű háromszögben:
O N  M N

cos a = , sin a = .
O M  OM

Mivel OM = 1, ON = x, MN = y, ezért cos a = x, sin a = y.

Tehát az a  hegyes szög koszinuszának és szinuszának az a  szögnek megfelelő egy­

ségfélkörön lévo M pont abszcisszáját és ordinátáját tekintjük.

A kapott eredmény már sejteti azt, hogyan lehetne meghatározni a bármilyen a  szög­

nek a szinuszát és koszinuszát, ahol 0° <  a < 180° .

1. M eghatározás. Az a ( 0° <  a < 180° ) szög a koszinuszának és szinuszának az 

egységfélkörön lévő, az a szögnek megfelelő, Mpont abszcisszáját és ordinátáját nevezzük 

(1.3 ábra).

Alkalmazva ezt a meghatározást megállapítható, hogy sin0° =  0, cos0° =  1, sin 90° =  

=  1, cos 90° =  0, sin 180° =  0, cos 180° =  - 1 .

Ha az M (x; y) - az egységfélkör bármilyen pontja, akkor —1 <  x < 1 é s0  <  y <  1. 

Tehát, bármilyen a  szögre, ha 0° <  a < 180° , igaz:
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0 <  sin а < 1, 

— 1 cos а 1 .

Ha а  tompaszög lesz, akkor ennek a szögnek az abszcisszája negatív. Tehát a tompa­

szög koszinusza negatív szám lesz. Igaz a következo állítás is : ha cosa < 0, akkor az а 

tompa- vagy egyenes szög lesz.

A 8.osztályos mértan tananyagból már tudjátok, hogy bármilyen а  hegyesszögre iga­

zak a következo egyenloségek:

sin(90° — а) =  cos а 

cos(90° — а) = sin а

Ezek a képletek igazak maradnak az а  =  0°-ra és az а  =  90°-ra is (önállóan gyozod- 

jetek meg errol).

Legyen az а  és a 180° - а  , ahol а  =  0°, а  =  90° és а  =  180°, megfelelo pontjai az 

egységfélkörön az M (x1; j i )  és N (x2; y2) pontok (1.4 ábra).

Az OMM1 és ONN1 derékszögű háromszögek egybevágók az átfogójuk és a hegyes­

szögűk alapján (OM = ON = 1, MOM1Z  = NON 1Z = а  ). Ebbol következik, hogy y2 = y1 

és x2 = -x1. Tehát,

sin(180° — а) =  sin а 

cos(180° — а) =  — cos а

Gyozodjetek meg arról önállóan, hogy a fenti egyenloségek igazak maradnak az а  =

0°, а  = 90°, а  = 180°.

Ha az а  hegyes szög, akkor a 8.osztályos tananyagból már ismert a következo azo­

nosság, amelyet a trigonometria alapazonosságának neveznek:
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sin2 а +  cos2 а =  1

Ez az azonosság igaz az а  =  0°, а = 90°, а = 180° esetében is (önállóan győződjetek 

meg róla).

Legyen az а  tompa szög. Ekkor a 180° — а  hegyes szög lesz. A következőt kapjuk:

sin2 а  +  cos2 а = (sin(180° — а ))2 +  (— cos(180° — а ))2 =  sin2(180° — а) +

+  cos2(180° — а) =  1

Tehát a sin2 а  +  cos2 а  =  1 azonosság teljesül bármilyen 0° <  а < 180° szögre is.

2. Meghatározás. Az а , ahol 0° <  а < 180° , és а  =  90°, szög a tangensének a 

arányt nevezzük, vagyis

sin а 
cos а

sin а
tan  а  = ------

cos а

ahol 0° <  а < 180°, és а  =  90°.

Mivel cos 90° =  0, ezért tan  а  nincs értelmezve az а  =  90° esetében.

Szemmel látható, hogy az а  ( 0° <  а < 180° ) mindegyik értékének az egységsu­

garú félkör egy - egy pontja felel meg. Tehát minden а  szögnek megfelel egyetlen olyan 

szám amely az adott szög szinusza (koszinusza, tangense, ha а  =  90°) lesz. Ezért a szög 

értékének szinusza (koszinusza, tangense) függvény-összefüggés lesz.

Az f  (а ) = sin а  , g ^  ) = воза , h(а ) = tgа függvényeket az а  szög trigonometrikus 

függvényeinek nevezzük.

1. feladat. Bizonyítsátok be, hogy tan(180° — а) =  — tan  а  .

Megoldás:
sin  (180 — а) sin а  sin а

tan  (180 — а) = ----- -̂----------r = ----------= ---------- =  — tan  а .
cos (180 — а) — cos а  cos а

2. feladat. Határozzátok meg sin 120°, cos 120°, tan  120° értékét.

Megoldás:
л/3

sin 120° =  sin (180° — 60°) =  sin 60° =  

cos 120° =  cos (180° — 60°) =  — cos 60° =  — 1 . 

tan  120° =  tan  (180° — 60°) =  — tan  60° =  —/ 3 .  [2, 5-8]
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1.2. A koszinusztétel

A háromszögek egybevágóságának elso ismertetőjeléből következik, hogy a háromszög 

két oldala és közbezárt szöge egyértelműen meghatározza a háromszöget. Tehát, az emlí­

tett elemek segítségével meg lehet határozni a háromszög harmadik oldalát. A következo 

tétel megmutatja, hogy hogyan kell ezt végrehajtani.

1.1. Tétel. (Koszinusztétel).A háromszög oldalának négyzetét megkapjuk, ha a másik két 

oldal négyzetének összegéből kivonjuk a két oldal és az általuk bezárt szög koszinuszának 

kétszeres szorzatát.

Bizonyítás. Vizsgáljuk meg az A B C  háromszöget. Bebizonyítjuk, hogy például

B C 2 = A B 2 +  A C 2 -  2 • A B  • A C  • cos A.

Három esetet vizsgálunk m eg:

1) az A szög hegyesszög;

2) az A szög tompaszög;

3) az A szög derékszög.

Első eset. Legyen A hegyesszög. Akkor legalább az egyik szög a B vagy a C szög 

hegyesszög lesz.

Legyen CZ  <  90° . Meghúzzuk a BD magasságot. Az teljesen az ABC háromszögben 

lesz (1.5. ábra).

BD  = A B  • sin A, AD = A B  • cos A  .

A BDC derékszögu háromszögben: B C 2 =  B D 2 +  C D 2 =
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=  B D 2 +  (A C  -  A D )2 =  A B 2 • sin2 A  +  (A C  -  A B  • cos A)2 =  A B 2 • sin2 A  +  A C 2 -  

-  2 •AC • A B  • cos A + A B 2 • cos2 A = A B 2 • (sin2 A +cos2 A )+ A C 2 -  2 • A C  • A B  •cos A =

= A B 2 +  A C 2 -  2 • A B  • A C  • cos A .

• Legyen B Z  < 90° . Az ABC háromszög C csúcsából meghúzzuk a magasságot. Az 

teljesen az ABC háromszögben lesz. Ennek az esetnek a bizonyítása teljesen hasonló az 

előbbi esethez. Végezzétek el önállóan.

Második eset. Legyen az A tompaszög. Meghúzzuk az ABC háromszögben meghúz­

zuk a BD magasságot (1.6 ábra).

Az ABD derékszögű háromszögben: B D  =  A B  • s in B A D Z  =  A B  • sin(180° -  

-  B A C Z )  =  A B  • sin B A C Z ,

AD  =  A B  • cos B A D Z  =  A B  • cos(180° -  B A C Z )  =  - A B  • cos B A C Z .

A BDC derékszögű háromszögben: B C 2 =  B D 2 +  CD 2 =  B D 2 +  (AC +  A D )2 =  

=  A B 2 • sin2 B A C Z  + (A C -  A B  • cos B A C Z )2 =  A B 2 +  A C 2 -  2 • A B  • A C • cos B A C Z

Harmadik eset. Legyen az A derékszög (1.7 ábra). Ekkor cosA =  0 .B e  kell bizo­

nyítani, hogy B C 2 =  A B 2 +  A C 2 . Ez az egyenloség az ABC háromszögre igaz lesz, 

Pitagorasz-tételbol következoen.

A koszinusztétel bizonyítása megmutatta, hogy a Pitagorasz-tétel az a koszinusztétel 

egy részesete, és a koszinusztétel a Pitagorasz-tétel általánosítása.

Ha alkalmazzuk az ABC háromszög oldalainak és a szögeinek jelölését, akkor például 

az a oldal hosszára fel lehet írn i:

a2 =  b2 +  c2 -  2 • b • c cos a

A koszinusztétel segítségével, ha ismert a háromszög három oldalának a hossza, meg 

lehet állapítani, hogy hegyesszögu, tompaszögu vagy derékszögu e az adott háromszög.
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1.2. Tétel. (a koszinusztétel következménye). Legyen a, b és c a háromszög oldalainak 

hossza. Ha a2 < b2 +  c2 , akkor a háromszög hegyesszögű lesz, ha a2 > b2 +  c2 , akkor

tompaszögű, ha pedig a2 = b2 +  c2 , akkor az adott háromszög derékszögű lesz.

Bizonyítás: A koszinusztétel alapján

a2 =  b2 +  c2 — 2 • b • c • cos a 

Innen 2 • b • c • cos a = b2 +  c2 — a2 .

Legyen a2 < b2 + c2 . Ekkor b2 + c2 - a2 > 0. Ebbol következik, hogy 2bc cos a  > 0 , 

vagyis

cos a  > 0 . Ezért az a  hegyesszög lesz.

Mivel az a a háromszög legnagyobb oldala, ezért ezzel az oldallal szembe a három­

szög legnagyobb szöge helyezkedik el, amelyről meggyozodtünk, hogy hegyes szög lesz. 

Tehát ebben az esetben a háromszög hegyesszögű lesz.

Legyen a2 > b2 + c2 . Ekkor b2 + c2 - a2 < 0. Ebbol következik, hogy 2bc cos a  < 0 , 

vagyis

cos a  < 0 . Ezért az a  tompaszög lesz. Tehát, ebben az esetben a háromszög tompaszögű.

Legyen a2 = b2 + c2. Ekkor 2bc cos a  = 0. Innen következik, hogy cos a  = 0. Vagyis 

a = 90°. Ebben az esetben a háromszög derékszögű lesz.

1. feladat. Bizonyítsátok be, hogy a paralelogramma átlói négyzeteinek összege, az 

oldalai négyzetei összegével egyenlo.

Megoldás. Az 1.8 ábrán az ABCD paralelogramma látható.

Legyen AB = CD = a, BC = AD = b, BADZ = a  , ekkor ADCZ = 180° — a  lesz. Az 

ABD háromszögben a koszinűsztétel alapján:
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E D 2 = a2 +  b2 — 2ab cos a  (1.2.1)

Az ACD háromszögben a koszinusztétel alapján:

AC2 = a2 + b2 - 2ab cos(180° — a  ). Innen

A C 2 = a2 +  b2 +  2ab cos a  (1.2.2)

Összeadva az (1.2.1) és a (1.2.2) egyenlőségeket, megkapjuk, hogy:

BD2 + AC2 = 2a2 + 2b2.

2. feladat. Az ABC háromszög AB oldala 4 cm-rel nagyobb mint a BC oldal, BZ 

=120°, AC = 14 cm. Számítsátok ki az AB és AC oldalak hosszát.

Megoldás. A koszinusztétel alapján

A C 2 = A E 2 +  E C 2 — 2AE • E C  • cos E

Legyen BC = x cm, x > 0 , ekkor AB = (x+4) cm lesz.

A következoket kapjuk: 142 =  (x +  4)2 +  x 2 — 2x(x +  4) cos 120°; 196 =  x 2 +  8x  +  

+  16 +  x 2 — 2x(x +  4) • (—-) ;  196 =  2x2 +  8x +  16 +  x(x +  4); 3x2 +  12x — 180 =  0; x+ 

+4x — 60 =  0; x i =  6; x 2 =  —10.

A -10 nem elégíti ki az x > 0 feltételt.

Tehát, BC = 6 cm, AB = 10  cm.

Felelet: 10 cm, 6 cm.

3. feladat. Az ABC háromszög AC oldalán úgy jelöltek egy D pontot, hogy C D : AD 

= 1 :2 . Határozzátok meg a BD szakasz hosszát, ha AB = 14 cm, BC = 13 cm, AC = 15 

cm.

Megoldás. A koszinusztétel alapján az ABC háromszögben (1.9 ábra):
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A B 2 = A C 2 +  B C 2 -  2AC ■ B C  ■ cos C.
A C 2 +  B C 2 -  A B 2 152 +  132 -  142

Ebbol cosC
2AC  • B C 2 -1 5 -1 3

Mivel CD : AD = 1 :2 ,  innen CD = -  AC  = 5 (cm).
3

A BCD háromszögből kapjuk: B D 2 = B C 2 +  C D 2 -
2 33

+  52 -  2 ■ 13 ■ 5 ■ — 
65

128.

225 +  169 -  196 
2 -1 5 -1 3

2B C  CD  cos C

33
‘ 65 ' 

132 +

Tehát, BD  ^ / 1 2 8  =  ^ / 2  (cm).

Felelet: 8л/2 cm.

4. feladat. A háromszög két oldala 23 cm és 30 cm, a nagyobbik ismert oldalhoz 

húzott oldalfelező hossza 10 cm. Határozzuk meg a háromszög harmadik oldalát.

Megoldás. Legyen az ABC háromszögben AC = 23 cm, BC = 30 cm, az AM  szakasz 

oldalfelezo, AM  = 10  cm.

Az AM  szakasz M  ponton túli meghosszabbítására rámérjük az MD szakaszt, amely­

nek hossza megegyezik az AM  oldalfelezo hosszával (1.10 ábra). Ekkor AD = 20 cm.

1.10. ábra. [1, 16]

Az ABCD négyszög AD és BC átlói az M  pontban metszik és felezik egymást (BM =
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MC, a feltétel alapján, AM = MD a szerkesztés szerint). Tehát az ABCD négyszög parale­

logramma lesz.

Mivel a paralelogramma átlói négyzeteinek az összege egyenlo oldalai négyzeteinek 

összegével (nézd az 1.feladatot), ezért

A D 2 +  B C 2 =  2(AB 2 +  A C 2). Innen

Felelet: 11 cm. [2, 12-16]

202 +  302 =  2(A B2 +  232) ; 

400 +  900 =  2(AB2 +  529); 

A B 2 =  121;

A B  =  11 cm.
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1.3. A szinusztétel

A következő tétel bizonyításához és nagyon sok feladat megoldásához is alkalmazni fog­

juk a következő lemmát.

Lemma. A körvonal húrja egyenlő' az átmérőjének és a neki megfeleli) kerületi szög 

szinuszának szorzatával. Bizonyítás. A 1.11 ábrán az M N  szakasz az O középpontú kör­

vonal húrja. Meghúzzuk az M P  átmérot. Ekkor az M N P Z  =  90°, mint a az átmérore 

támaszkodó kerületi szög. Legyen az M P N  kerületi szög mértéke a. Ekkor az M P N  

derékszögű háromszögben kapjuk, hogy:

M N  = M P  ■ sina. (1)

Minden kerületi szögnek a mértéke, amely az M N  húrra támaszkodik, a  vagy 180° — a 

lesz. Tehát, szinuszaik egyenlők. Ezért az (1) egyenloség minden, M N  húrra támaszkodó, 

kerületi szögre igaz lesz. A háromszögek egybevágóságának második ismertetojelébol

következik, hogy egy oldala és a rajta fekvo két szöge egyértelm űn meghatározzák a 

háromszöget. Tehát, ezen elemei alapján meg lehet határozni a háromszögnek másik két 

oldalát. Hogyan kell ezt megvalósítani, ebben segít a következo tétel.

1.3. Tétel (szinusztétel). A háromszöek oldalai arányosak a szemben lévő szögek szinu­

szával.

Bizonyítás. Legyen az A B C  háromszögben A B  = c, B C  = a, CA = b. Bebizonyítjuk, 

hogy

a b c  
sinA  sinB  sinC
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Legyen az A B C  háromszög köré írt körének sugara R. Ekkor a lemma alapján a =

=  2R • sinA, b =  2R • sinB , c =  2R • sinC . Innen

a =  =  2R 
sinA  sinB  sinC

Következmény. A háromszög köré írt körének sugara a következő' képlettel határozható 

meg

R
2sina

ahol a - a háromszög oldalának hossza, a -ezzel az oldallal szemközti szög mértéke. 

1.feladat. Az A B C  háromszögben ismert, hogy AC  = V2  cm, B C  =  1 cm, B Z  =  45°. 

Határozzuk meg az A  szög mértékét. Megoldás.

A szinusztétel alapján

a

B C  = AC  
sinA  sinB

Innen

. B C sin B  1 • sin 45° / 2  r  1
=  =  - ^  =  T : , / 5 = 2  ■

Mivel B C  < A C , ezért AZ <  B Z . Tehát, az A  szög hegyesszög lesz. Ebbol következik, 

hogyha sin A  =  1 , akkor AZ =  30°.

Felelet: 30°.

2. feladat. Az A B C  háromszögben ismert, hogy A C  = s/2  cm, B C  = 1 cm, AZ =  30°. 

Határozzuk meg a B  szög mértékét.

Megoldás. A szinusztétel alapján

B C  AC
sinA  sinB

Ekkor

A C sinA  / 2
sln B = — B C ~  =  T -

Mivel B C  < A C , ezért AZ <  B Z. Ekkor a B  szög lehet hegyes- és tompaszög is. Ezért 

B Z  = 45° vagy B Z  = 180° -  45° =  135°.

Felelet: 45° vagy 135°.

3. feladat. Az A B C  háromszög A B  oldalán D pontot jelöltek úgy, hogy B D C Z  =  7 , 

AD  =  m  (1.12 ábra). Határozzátok meg a BD  szakasz hosszát, ha AZ =  a < B Z  =  в . 

Megoldás. A B D C  szög az AD C  háromszög külso szöge. Tehát A C D Z  +  AZ =  

=  B D C Z, innen A C D Z  =  7 — a.

Az AD C  háromszögbol a szinusztétel alapján kapjuk, hogy:
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sinC A D Z sinA C D Z '

Tehát,

A D sinC A D Z
sinA C D Z

m sina  
s in ( j  — a)

A  B C D  háromszögben a szinusztétel alapján kapjuk, hogy:

BD  _  CD  
sinB C D Z  _  s in C B D Z '

, , m sinasin  (в  +  y )
Felelet: .

sm/esm (y  — a)
4.feladat. Az A B C  háromszögben a BD  szakasz szögfelező, A B C Z 30°, CZ

_  105° (1.13 ábra). Határozzuk meg az A B C  háromszög köré írt körvonalának sugarát, 

ha a B D C  háromszög köré írt körvonalának a sugara 8л/б cm.

Megoldás. Legyen R  a B D C  háromszög köré írt körvonalának a sugara R\ _  8^/6 cm.

A B D C  háromszögben:

B D C Z  _  180° — (C B D Z  +  CZ) _  180° — (15° +  105°) _  60°.
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A szinusztétel következményéből kapjuk, hogy

B C

B C
2sinBD C  Z 

2R isinB D C  Z =

= R 1. Innen

2 • 8 ^ 6  • sin60° = 24л/2 (cm).

Az A B C  háromszögből kapjuk:

AZ =  180° -  (A B C Z  +  C Z) =  180° -  30° +  105°) =  45°.

Ekkor

B C
2sinA

Felelet: 24 cm.[2, 21-23]

R ,eb b ő lR
B C

2sinA
2W 2

2sin45°
24(cm).
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1.4. A háromszögek megoldása

A háromszögek megoldása azt jelenti, hogy az ismert oldalak és szögek alapján meg kell 

határozni az ismeretlen oldalait és szögeit A 8. osztályban megtanultátok megoldani a 

derékszögű háromszöget. A koszinusztétel és a szinusztétel lehetőséget ad bármilyen há­

romszög megoldására.

A következo feladatokban a trigonometrikus függvények értékeit számológép segítségé­

vel határozzuk meg, melyeket századokra fogunk kerekíteni. A szögek mértékét számo­

lógéppel határozzuk meg és ezeket egészre kerekítjük. Az oldalak hosszának kiszámítása 

során az eredményt tizedekre kerekítjük.

1. feladat. Oldjátok meg a háromszöget (1.14 ábra), ha adott oldala a =  12 cm és két 

szöge f  = 36°, у =  119° !

Megoldás. Alkalmazva a háromszög szögeinek összegérol szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

a  =  180° -  ( f  +  Y) =  180° -  155° =  25°.

A szinusz tétel alapján

b a
s in f  sina

Innen

, a s in f  
b =  .

sina

Ebbol azt kapjuk, hogy:

b
12sin36°
sin25°

12 • 0,59 
0,42

16,9(cm).

Újra alkalmazva a szinusztételt, felírjuk:

Innen

c a 
sinY sina

asinY c =  .
sina
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c
12sin119'

sin25°
12sin61
sin25°

12 • 0,87 
0,42

24,9(cm).

Felelet: b & 16,9 cm, c & 24,9 cm. a  =  25°.

2. feladat. Oldjátok meg a háromszöget két oldala a = 1 4  cm, b = 8 cm és közbezárt 

szöge y =  38° alapján!

Megoldás. A koszinusztétel alapján: c2 =  a2 +  b2 — 2ab • cosy 

Innen :

c2 =  196 +  64 — 2 • 14 • 8cos38° & 260 — 224 • 0,79 =  83,04;

c & 9,1 cm.

Továbbiakban:

a2 =  b2 +  c2 — 2bccosa;

cosa
b2 +  c2 — a2 

2bc
cosa ~

82 +  9,12 — 142 
2 • 8 • 9,1

0 ,34.

Innen kapjuk, hogy a & 110°.

Alkalmazva a háromszög szögeinek összegeinek összegéről szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

в  =  180° — (в +  y  );

в  & 180° — 148° =  32°.

Felelet: c & 9,1 cm. a  =  110°, в  =  32°.

3. feladat Oldjátok meg a háromszöget, ha három oldala a =  7 cm, b =  2 cm, c =  8 cm! 

Megoldás. A koszinusztétel alapján a2 =  b2 +  c2 — 2bc • cosa.

Innen

cosa =
b2 +  c2 — a2

2bc
; cosa

A szinusztétel alapján: —
sina s i ^

4 +  64 — 49 
2 - 2- 8

. Innen

0,59. Megkaptuk, hogy a & 54°

_ bsina n 2sin54° 2 • 0,81
sin в  = --------; sinв & ----- ----- & — - —  & 0,23.

7 7

Mivel a b a legkisebb oldala az adott háromszögnek, ezért a в  hegyesszög lesz. Tehát 

в  & 13°. Alkalmazva a háromszög szögeinek összegérol szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

a

Y =  180° — (a  +  в ); Y =  180° — 67° =  113°.
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Felelet: a & 54°, в  & 13°, Y & 113°.

4. feladat. Oldjátok meg a háromszöget, ha adott két oldala és az egyikkel szemközti 

szöge:

1) a = 1 7  cm, b =  6 cm, а  =  156°;

2) b = 7  cm, c = 8  cm, в  = 65°;

3) a = 6 cm, b =  5 cm, в  = 50°.
a b

Megoldás. 1) Szinusztétel alapján------ = -------. Innen
sm a  sm e

bsina 6sin156° 6sin24° 6 • 0,41
sm e  = ------- ; sine  = ----- —---- =  — ——  =  & ° ,14.

a 17 17 17

Mivel az adott háromszögben a  tompaszög, ezért в  hegyesszög lesz. Ezért в  & 8°

kalmazva a háromszög szögeinek összegérol szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

Y = 180° -  (a  +  в ); Y & 16°.
a c

A szinusztétel alapján------ = ------- .
sina swYf

17sin16° 17 • 0,28
Innen c

asinY
c 11,6(cm).

sina  sin156° 0,41
Felelet: в  & 8°, y  =  16°, c & 11,6 cm.

b c
2) A szinusztétel alapján------ = ------ .

sinfi sinY

csin-в 8sin65° 8 • 0,91 . , ,
sin y  =  — т— ; sinY = ---- z----=  — tz— ~  1,0 >  1, ami nem lehetséges.b 7

Felelet: a feladatnak nincs megoldása.
i

3) A szinusztétel alapján
b

sina s i ^  

asin-вsina  =  — ;—  ; sina

17

. Innen

6sin50° 6-0 ,77
0 ,92.

b 7 5 5

Két eset lehetséges: a & 67° vagy a & 180° — 67° =  113°.

Megvizsgáljuk azt az esetet, mikor a & 67°.

Alkalmazva a háromszög szögeinek összegérol szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

Y =  180° — (a  +  в ); Y & 180° — 117° =  63°.

A szinusztétel alapján: —
b

c =

sinв  sinY

bsinY 5sin63° 5 • 0 ,89
;c

0,77
5,8(cm).

sinY sin50°

Megvizsgáljuk azt az esetet, mikor a & 113°.

Alkalmazva a háromszög szögeinek összegérol szóló tételt, azt kapjuk, hogy:

c

. Al-
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7

c

- 180o -  (a +  в ); 7  & 180o -  163 
bsin7  5sin17o 5 • 0,29

______________ * iO? csin7  sin50o 0,77

1 =  17o. 

1,9(cm).

Felelet: a & 67o, 7  & 63o, c & 5,8 cm vagy a & 113o, 7  & 17o, c & 1,9 cm.[2, 29-31]

1.4.1. A trigonometria a háromszögek mérésével foglalkozó tudomány

Már tudjátok, hogy az ősi utazókat a csillagok és a bolygók vezették. Ok már elég ponto­

san meg tudták határozni a hajó elhelyezkedését az óceánban, vagy a karavánt a sivatag­

ban égbolti fények elhelyezkedése alapján. Eközben az egyik orientáló tényező fénylő égi 

test magassága volt, melyre a horizont fölé emelkedett, az adott helyen és az adott időben. 

Az nyilvánvaló, hogy közvetlenül lehetetlen megmérni ezt a magasságot. Ezért a tudósok 

kezdték kidolgozni a nem közvetlen mérési módszert. Itt jelentősen segített a háromszö­

gek megoldása, két csúcsa a Föld felszínén helyezkedik el, a harmadik pedig a csillag volt 

(1.15bra) -  a számotokra már ismert 3.17. feladat. Az ehhez hasonló feladatok megoldá-

sára az ókori csillagászoknak meg kellett tanulniuk a háromszög elemei közötti össze­

függéseket. Így keletkezett a trigonometria tudományág, amely a háromszög oldalai és 

szögei közötti kapcsolatokat vizsgálja. A „trigonometria” kifejezés (a görög „trigonon” -  

háromszög és a „metreo” -  mérés szavakból keletkezett) a „háromszögek mérését” jelen­

ti.

A 1.16 ábrán az AO B  középponti szög látható, melynek mértéke 2a. Az O M B  derékszö- 

gu háromszögből: M B  =  OB • sina. Tehát, ha az egységkörbe megmérjük a 2o, 4o, 6o, 

... 180o középponti szögekre támaszkodó húrok felének hosszát, akkor ilyen módszerrel 

kiszámíthatjuk a megfelelő 1o, 2o, 3o, ... 90o fokos szögek szinuszainak értékét.

A fél húrok hosszának mérését Hipparkhosz (i.e. Il.század) ógörög csillagász alkalmazta 

és elkészítette az első trigonometriai táblázatokat.
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A szinusz és a koszinusz fogalma az indiai kutatók trigonometriai értekezéseikben szere­

pelt először az i.u. IV.-V. századokban. A X. században az arab tudósok a tangens fogalmát 

is bevezették, amelyet a napórákról szóló tudományban alkalmazták (1.17 ábra). Európá-

1.17. ábra. [1,34]

ban az elso tudományos munka, melyben a trigonometriát, mint különálló tudományág 

említi az az „Öt könyv a háromszögek összes típusáról” értekezés volt, amely 1533-ban 

jelent meg. Ennek szerzoje Regiomontanus (1436 — 1476) német tudós volt. O fedezte fel 

a tangenstételt: ahol a, b és c a háromszög oldalai, а, в  és 7 a háromszög szögei, melyek 

az a, b és c oldalakkal szemköztiek lesznek.

A trigonometria korszem formája a híres matematikus, Euler, munkáiban jelent meg 

eloször.[2, 33-34]
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1.5. A háromszögek területének meghatározására szolgá­

ló képletek

A 8. osztályos mértanból már tudjátok, hogy az a, b és c oldalú valamint ha, hb és hc 

magasságú háromszög S  területét a következo képlettel számítható ki

S 2 aha 2 ьі».
1
2

chc.

Most már arra is van lehetoség, hogy néhány más képletet is levezessünk a háromszög 

területének meghatározására.

1.4. Tétel. A háromszög területe és két oldala és általuk bezárt szög szinuszának fél szor­

zatával egyenlő'.

Bizonyítás: Vizsgáljuk meg az A B C  háromszöget, melynek területe S -sel egyenlo, olyat 

melyben B C  =  a, AC  = b és CZ  =  у . Bebizonyítjuk, hogy

S = 2 ab • siny

Három eset lehetséges:

1) a у  szög hegyes (1.18 ábra);

2) a у  szög tompa (1.19 ábra);

3) a у  szög derékszög. Az 1.18 és az 1.19 ábrákon megrajzoljuk az A B C  háromszög BD

magasságot. Ekkor

S =  1 BD  • AC  = 1  BD  • b.
2 2

Az elso esetben B D C  derékszögű háromszögben (1.18 ábra) ezt kapjuk: BD  = asiny , 

a második esetben (1.19 ábra): B D  = asin(l80° — у ) =  asiny . Ebbol következik, hogy
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Ha a C  szög derékszög, akkor y  =  1. Az A B C  derékszögű háromszögben az a és b 

befogók:

S  = -  ab = -  ab ■ sin90° = -  ab • sinY.
2 2 2 1

1.5. Tétel (Héron képlete). Az a, b és c oldalú háromszög területét a következő' képlettel 

lehet meghatározni:

S  = \Jp(p -  a)(p -  b)(p -  c) 

ahol p a háromszög fél kerülete.

Bizonyítás: Vizsgáljűk meg az A B C  háromszöget, melynek területe S , B C  = a, A C  = 

= b, A B  = c. Bebizonyítjuk, hogy

S  = у /p(p -  a)(p -  b)(p -  c)

Legyen CZ = y • Felírjuk a háromszög területének képletét:

S 2 ab ■ sinY• Innen S 2 1 a2b2sin2Y •

A koszinusztétel alapján c2 =  a2 +  b2 -  2ab ■ cosy•
a2 +  b2 -  c2

Innen a cosy = --------- :------ .
2ab

Mivel sin2Y = 1  -  cos2y  =  (1 -  cosy)(- +  cosy), Innen következik:

S  = у/p(p -  a)(p -  b)(p -  c).

1.6. Tétel. Az a, b és c oldalú háromszög S  területe a következo képlettel is meghatároz­

ható.
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5
abc
4R

ahol, R  a háromszög köré írt kör sugara.

Bizonyítás: Vizsgáljuk meg az A B C  háromszöget, melynek területe S , oldalai B C  = a,
abc

AC  = b, A B  = c. Bebizonyítjuk, hogy S  = ——, ahol R  -  a köré írt körvonal sugara
4R

lesz.

Legyen AZ =  a. Felírjuk a háromszög területképletét:

S  = 2 b ■ sina.

a
A 3. pont lemmájából következik, hogy sina = .

2R
Ekkor S =  1 b ■ sina  =  1 bc ■ ^ .

2 2 2R 4R
Bebizonyított tantétel lehetoséget ad a háromszög köré írt köré sugarának meghatározá­

sára

R
abc 
4 S '

1.7. Tétel. A háromszög területe egyenlő a fél kerületének és a beírt körvonal sugarának 

szorzatával.

Bizonyítás: Az 1 — 20. ábrán az A B C  háromszög látható, amelybe egy r sugarú körvonal 

van írva. Bebizonyítjuk, hogy

S  = pr

ahol, S  -  az adott háromszög területe, p -  a fél kerülete.

Legyen az O pont a beírt kör középpontja, ez a kör az M , N  és P  pontokban érinti az 

A B C  háromszög oldalait. Az A B C  háromszög területe egyenlo az AO B, BO C  és COA  

területeinek az összegével:
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S  — SaoB +  SBOC +  ScoA-

Meghúzzuk az érintési pontokhoz a sugarakat. Azt kapjuk, hogy: OM  A A B , O N  A

A B C , OP A  CA. Innen:

Saob — 2 O M  • A B  — 1 r • A B ;

Saob — 2 O N  • B C  — 2 r • B C ;

Saob — 2 OP • A C  — 2 r • A C .

Tehát, S  — 2 r • A B  +  2 r  • B C  +  2 r  • A C  — r • A B  + B C  + AC  — pr.
2 2 2 2 1

Az І.7 tételt általánosítja a következo tétel.

1.8. Tétel. A kör köré írt sokszög területe egyenlő' a fél kerületének és a beírt körvonal 

sugarának szorzatával.

Bizonyítsátok be önállóan ezt a tételt (І.2І ábra).

Megjegyezzük, hogy az І .8 tétel lehetoséget biztosít a sokszögbe írt körvonal sugarának

1.21. ábra. [1, 38]

meghatározására

Sr — — 
p

1. feladat. Bizonyítsátok be, hogy a paralelogramma területét meg lehet határozni a kö- 

vezkezo képlet szerint

S  — ab ■ sina

ahol, a és b a paralelogramma szomszédos oldalainak a hossza, a  a köztük lévo szög. 

Megoldás: Vizsgáljuk meg az A B C D  paralelogrammát, melyben A B  — a, AD  — b, 

B A D Z  — a(i.22ábra). Meghúzzuk a BD  átlót. Mivel az A B D A  — C B D A ,  ezért 

felírhatjuk:
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2.feladat. A háromszög oldalai 17 cm, 65 cm és 80 cm. Határozzátok meg a háromszög 

legkisebb magasságát, a beírt és a körülírt körök sugarait.

Megoldás: Legyen a = 1 7  cm, b =  65 cm, c =  80 cm.
17 +  65 +  80

Meghatározzuk a háromszög félkerületét: p = -------- -̂-------=  81(cm).

A háromszög területét Hérón képletével számítjuk k i :

5  = y/p(p -  a)(p -  b)(p -  c) =  ^ 8 1  • (81 -  17)(81 -  65)(81 -  80) =  

=  V81 • 64 • 16 =  9 • 8 • 4 =  288(cm2).

A háromszög legkisebb magassága a legkisebb oldalra, melynek hossza c, bocsátott ma­

gasság lesz.
1 2S 2 • 288

Mivel S  =  - chc, ezért hc =  —  = -------- =  7,2 (cm).2 c c 80 ’ v ;
S 288 32 . .

Mivel a beirt kör sugara r =  — = ---- =  — (cm).
p 81 9

abc 17 • 65 • 80 17 • 65 • 5 5525
A körülírt kör sugara R  =  —- = --------------= --------------= -------

5 4S 4 • 288 4 • 18 72
32 5525

Felelet: 7,2 cm, — c m ,------ cm.[2, 35-40]
’ 9 72

(cm).

1.5.1. A háromszöget kívülről érintő körvonalak

Meghúzzuk az A B C  háromszög két külso A  és C  szögének a szögfelezoit (1.23 ábra). 

Legyen ezen szögfelezok metszéspontja O. Ekkor az O pont egyenlo távolságra lesz az 

A B , B C  és A C  egyenesektol.

Meghúzunk három merolegest: O M  ±  AB , O K ±  A C , O N  ±  B C . Érthető, hogy 

OM  =  O K  =  O N . Tehát, létezik egy O középpontú körvonal, amely érinti a háromszög 

oldalait, és a másik két oldal meghosszabbítását. Az ilyen körvonalat az A B C  háromszö­

get kívülről érintO körének nevezzük (1.23 ábra).
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Mivel O M  = O N , ezért az O pont az A B C  szög szögfelezőjére illeszkedik.

Bármilyen háromszög három kívülrol érinti) körvonallal rendelkezik. Az 1.24 ábrán ezek­

nek a köröknek a középpontjait Oa, Ob és Oc jelölték. Ezeknek a körvonalaknak a suga­

rait pedig ra, n  és r c-vel.

A körhöz egy pontból húzott érintok tulajdonsága alapján kapjuk, hogy C K  = C N ,

A K  = A M  (1.23 ábra). Ekkor AC = C N  +  A M . Tehát, az A B C  háromszög kerülete 

egyenlo a B M  +  C N  összeggel. De a B M  = B N . Ekkor a B M  = B N  = p, ahol a p -  

az A B C  háromszög félkerülete.

Innen a következot kapjuk:
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SABC — SOAB +  SOCB — SOAC — ^ OM  ' A B  + 2 O N  ' B C  — 2 O K  ' AC
1 a + b +  c — 2b 2p — 2b

— 2 Гь (c +  a — b) — rb --------- 2--------- — гь -------2—  — Гь (P — b)

Innen rb
S

ahol S  -  az A B C  háromszög területe.
p — b

Hasonlóan be lehet bizonyítani, hogy r,
S S

p — a p — c
.[2, 44-45]r

34



2. fejezet

A háromszög területének 

meghatározása az álltalános iskolák

9-edik és a középiskolák 10-edik

osztályában

2.1. A feladatlap ismertetése

Elso rész

Az 1 — 8 feladatokban karikáid be a helyes válaszokat.

1. Mennyi az A B C  háromszög területe, ha A B  =  3 cm, B C  =  6 cm, B Z  =  120° ?[?]
9 / 3  9

A) — cm2; B) 9y/3cm2; C) 2 cm2; D) 9cm2.

2. Az egyenlő oldalú háromszög köré írt körvonal sugara 4 cm. Számítsd ki a háromszög 

területét ![4]

A) 12cm2; B) 1 2 /3 cm 2; C) 6 /3 c m 2; D) 1 6 /3 cm 2.

3. Határozd meg annak a háromszögnek a területét, melynek a kerülete 24 cm, és a bele írt 

kör sugara 4 cm-rel egyemlo ![9]

A) 96cm2; B) 24cm2; C) 32cm2; D) 48cm2.

4. Határozd meg a háromszög területét, ha az oldalai 13 dm, 14 dm és 15 dm![9]

A) 42dm2; B) 126 /58dm 2; C) 84dm2; D) 6 3 /5 8 d m 2.

5. Az egyenlo szárú háromszögben az alap 12 cm, a szár pedig 10 cm. Határozd meg a 

háromszög területét![10]
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A) 96cm2; B) 48cm2; C) 60cm2; D) 120cm2.

6. A derékszögű háromszög egyik befogója 4 dm, átfogója 5 dm.Határozd meg a három­

szög területét![4]

A) 6cm2; B) 12cm2; C) 600cm2; D) 60cm2.

7. Az egyenlo szárú háromszög szára 8 cm, az alapjánál fekvo szöge 30°. Számítsd ki a 

háromszög területét ![9]

A) 16cm2; B) 32^3cm 2; C) 32cm2; D) 16^3cm 2.

8. Határozd meg annak a háromszögnek a területét, melynek kerülete 40 cm, és a bele írt 

kör sugara 3 cm-rel egyenlo ![11]

A) 120cm2; B) 30cm2; C) 240cm2; D) 60cm2.

M ásodik rész

Az 9 — 11 feladatokban írd le a feleletet.

9. A derékszögű háromszög átfogójához magassága az átfogót harmadolja. A háromszög 

legkisebb oldala 4 cm. Mekkora a háromszög területe?[11]

Felelet:_________________

10. Egy paralelogrammát az átlóival négy háromszögre bontottunk. A paralelogramma 

egyik oldala 12 cm, a hozzá tartozó magassága 16 cm. Mekkora a háromszögek terüle- 

te?[4]

Felelet:_________________

11. Egy háromszög csúcsai A, B , C . Az A B  oldal F  felezopontját kössük össze a B C  

oldal B -hez közelebbi N  negyedelo pontjával. Hanyadrésze az F B N  háromszög területe 

az A B C  háromszög területének?[10]

Felelet:_________________

H arm adik  rész

Az 12-es feladatnak írd le a teljes megoldását.

12. A háromszög oldalai 3 cm és 5 cm, a közöttük lévo szög 120°. Határozd meg az ehhez 

a háromszöghöz hasonló háromszög területét, ha annak kerülete 30 cm ! [5]
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2.1.1. A feladatlap szakmai tartalma

A feladatlap összesen 12 feladatot tartalmaz amelyek mindegyikében valamely három­

szögnek a területét kell meghatározni vagy az alapján a feladatot megoldani. Ez a 12 

feladat 3 részre tagolódik, csak úgy mint a 9-dik osztály végén levo kötelezo matematika 

vizsga (állami atesztáció).

Az elso rész 8 darab tesztes feladatot tartalmaz, amelyeknek a megoldásához többnyi­

re elegendo tudni és alkalmazni a gyakorlatban a háromszög területének meghatározására 

szolgáló képleteket. A feladatsornak a 40 százalékát teszi ki, feladatonként 5 pont kapha­

tó a jó megoldásért. Részpontszámok nem írhatók jóvá, nincs több helyes megoldás, rosz 

válasz esetén esetleg kihagyott vagy meg nem oldott feladatként 0 pont jár.

A második rész 3 darab feladatot tartalmaz, amelyek tartalmilag összetettebbek, több 

részre tagolhatóak, elmélyült gondolkodást és képzeloerot, gyakorlatiasságot igényelnek. 

Ahhoz, hogy megoldják ezeket részletesebb tudással kell rendelkezni a háromszögek ré­

szeit illetoen. Továbbá birtokolniuk kell - a szinusz tétel, koszinusz tétel és a trigonomet­

ria alpazonosság - ezek elméleti tudását és gyakorlati alkalmazását a feladatok részeinek a 

megoldásához. A feladatsornak további 39 százalékát teszi ki feladatonként 13 pont kap­

ható a helyesen leírt feleletek után. Részpontszámok nem írhatók jóvá, nincs több helyes 

megoldás, rosz válasz esetén esetleg kihagyott vagy meg nem oldott feladatként 0 pont 

jár.

A harmadik rész 1 darab feladatból áll, aminek a teljes megoldásét kell leírni. Ez egy 

összetett feladat aminek több lépésbol áll a megoldása. A feladatsornak a 21 százalékát 

teszi ki. A feladat kiértékelésekor nem csak a teljes megoldás vagy helyes végeredmény 

után kapható pont, a megoldás egyes szakaszai után is jár pontszám. Természetesen ma­

ximális pontszám csak a feladat helyes megoldása után kapható.

A maximálisan megszerezhető pontszám 100 Az engedélyezett segédeszközök közül 

a számológép nem használható, és többnyire nincs rá szükség a feladatok megoldása so- 

rán.Némelyik számológép "szöveges adatok tárolására és megjelenítésére is alkalmas”. 

További probléma, hogy az egyre nagyobb tudású számológépek elterjedése esélyegyen- 

lotlenséget is teremt a diákok között. A számológépek egyre több feladatot maguk is 

meg tudnak oldani. A függvénytáblázat engedélyezett is sokat forgatják a diákok a fel­

adatlapok megoldása során, foleg azok, akiknek a tárgyi tudása hiányosabb. Számolási 

feladatként nem került kituzésre olyan feladat, mely a függvénytáblázatban található kép­

lettel megoldható Körzore, vonalzóra és szögmérore a feladatok megoldásához ténylege­
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sen nincs szükség, ezek legfeljebb akkor jelenthetnek segítséget, ha a diákok minél szebb 

és pontosabb ábrák elkészítésére törekszenek. A szerkesztési feladatok megoldása teljes 

mértékben kimaradt vizsgakövetelmények közül.
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2.2. A feladatok megoldásai

1. A háromszög területét a két oldalának és a közbezárt szög szinusza szorzatának a felé­

vel egyenlő képlettel számíthatjuk ki.

Felírjuk a képletet: S  =  1 • A B  • B C  • sinfi és behelyettesítjük a megfelelő értékeket,

1 л/я
S = -  • 3 • 6 • sin 120° =  9 • — .

2 2

„  , , „ 9 ^ 3  2
Felelet: S  = ——  cm2.

2. Az adott feladatban a körül írt körvonal sugara által meghatározott képletet alkal­

mazzuk:

abc
S  = —— viszont ez nem elegendő a terület kiszámításához, mivel nem tudjuk, hogy

4R
mennyi a háromszög oldala.A háromszög oldalának a kiszámítására felírjuk a körülírt 

körvonal sugarának a képletét, R = 1  V3a (fontos megjegyezni, hogy ezt a képletet csak
3

a
3R

az egyenlo oldalú háromszögeknél alkalmazhatjuk), ebbol a = ,

=  1 M  =  4V3, innen S  = A F A k M  =  4 . 3 . . =  W 3Ф, 3 4 4

Felelet :S =  12л/3 cm2.

3. A feladat megoldásához elegendo behelyettesítenünk a háromszögbe írt körvonal 

sugara által meghatározott képletbe.

P
S  = r • — vagy S  = p • r, S  = 4 • 12 =  48

Felelet :S =  48 cm2.

4. Hérón képletét ismerve S

S  = у /P(P -  a )(P -  b)(P -  c )

S  =  a/2 1  • (21 -  13)(21 -  14)(21 -  15) =  V21 • 8 • 7 • 6 =  ^7056 =  84

Felelet:S =  84 dm2.

5. Ebben a feladatban Hérón képletével vagy a derékszögu héromszög terület képleté­

vel vagy az alap és a magasság szorzatának képletével is ki tudjuk számítani a háromszög 

területét.

S =  1 ah, h =  V102 -  62 =  V100 -  36 =  ^ 6 4  =  8, S =  6 • 8 =  48.

Felelet :S =  48 cm2.

6. Kiszámítjuk a másik befogót,
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b =  V25 -  16 =  л/9 =  3,

5  =  -  ab =  3 • 4 =  6.

A kiszámított értéket dm2-ben kaptuk meg, a következő lépés hogy átalakítsuk azt cm2-be 

6dm2 =  600cm2. Vagy előbb végezzük el az átalakítást és,

b =  V2500 -  1600 =  V9ÖÖ =  30cm, 5  =  -  • 30 • 40 =  600cm2.

Felelet:5  =  600 cm2.

7. Eszünkbe kell jusson egy nagyon gyakran alkalmazott tétel: a harminc fokos szög­

gel szembeni befogó az átfogó felével egyenlo. Ebbol a háromszög magassága 4 cm-rel 

egyenlo. Majd Pitagorasz tételével kiszámítjuk a másik befogót ami egyben az alap felé­

vel is egyenlo,

a  =  V64 -  16 =  V48, a =  2>/48.

Az 5  =  2ah képletbe helyettesítve kapjuk,

5  =  -  • 2V48 • 4 =  W 4 8  =  1 ^ /3 .

Felelet:5  =  16^3 cm2.

8. A feladat megoldásához elegendo behelyettesítenünk a háromszögbe írt körvonal 

sugara által meghatározott képletbe.

P
5  =  r • — vagy 5  =  p • r, 5  =  3 • 20 =  60

Felelet :5 =  60 cm2.

9. A feltételek szerint az 1.25 ábra jelöléseit használva: A T  =  x, T B

AC  =  b =  4. Mivel c =  x  +  y, ezért c =  3x. A befogó tétel szerint b

42 =  3 • x • x. Azaz 16 =  3 • x2.
4 12

Ebbol x  =  . Mivel c =  3x, ezért c =  . A nevezot gyöktelenítve:

c =  1 2 A 3 =  4 .V a .

y =  2x, és 

c • x , tehát

A hosszabbik a  befogó már Pitagorasz tételével is számolható. a2 =  c2 — b2, azaz: a2 =

=  (4 • V3)2 — 42 =  48 — 16 =  32. Tehát a =  4^2 .

Innen 5  =  -  • 4V2 • 4 =  8V 2.
2

Felelet: 5  =  8л/2 cm2.

10. A paralelogramma területét könnyedén ki tudjuk számolni, az

40



5  =  a - h  =  12 • 16 =  192cm2

képlettel. A háromszögek területét csak abban az esetben tudjuk meghatározni, ha ismer­

jük a paralelogramma átlóira vonatkozó tulajdonságokat. A paralelogramma átlója azt két 

egybevágó háromszögre ossza, a paralelogramma két átlója egyidejűleg négy egyforma 

területű háromszögre ossza fel azt.

Így a háromszögek területe,

S  =  192 : 4 =  48cm2.

Felelet: S  =  48 cm2.

11. Az A B C  háromszög területét az

Sí
а ■ b ■ sin в  

2

képlettel határozzuk meg. Az F B N  háromszög területét hasonlóan írjuk fel

S2

a c
-  • -  • Sin в 
2 4 и

2

. Azt hogy hanyadrésze az F B N  háromszög területe az A B C  háromszög területének az
S2—  képlettel határozzuk meg.
S í

a c
— • -  • Sin в n r. n r.2 4 а c а c

S l  2 2 • 4 ' S lne 2 2 ■ 4 =  ac  ̂ ^ = 1
S 1 a ■ b ■ sin в  2 a ■ b ■ sin в  a ■ c 5 ac 8

2

Felelet: Nyolcada.

12. Koszinusz tétellel kiszámítjuk a háromszög harmadik oldalát

a2 =  b2 +  c2 — 2bc ■ cos a

a2 =  52 +  з2 _

a2 =  25 +  9

a2

a

2 ■ 5 ■ cos 120°

■3(K —2 )
49

7.

Innen a háromszög kerülete P1 

kerületeinek aránya

3 +  7 +  5 =  15, és P2 =  30 adott. A két háromszög

—  =  30 =  2
P1 12
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Ebbol az következik, hogy az A iB iCi háromszög oldalai úgy aránylanak az A B C  

háromszög oldalaihoz mint 1 : 2-höz.

A iCi =  A iB i =  B iC i =  2
AC  =  A B  =  B C  =  1'

A iCi =  14; A iB i =  10; B iC i =  6.

1 1 /3
5  =  -  • 10 • 6 • sin 120° =  -  • 60 • —  =  1W 3.

2 2 2

Felelet: S  =  15^3  cm2.
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2.3. A vizsgált minta jellemzőinek leírása

2.3.1. Az összes minta eredményeinek %-os összehasonlítása

A dolgozatot az általános iskolák 9-dik osztályából 124 fo írta meg, a középiskolák 10- 

dik osztályából 177 fo. Az eredmények átlagának az összevetése a következo táblázatban 

látható.

Életkor Létszám pontszám átlag %-ban

9. osztály 124 40,46 %

10. osztály 177 42,14%

A következő grafikon szemlélteti a 9. és 10. osztályban vett minták eredményeinek 

a kapcsolatát. Az 2.1 ábra vízszintes tengelyén látható 5%-onként növekedo eredmény­

intervallumokhoz hozzárendeltem az ebben az intervallumban teljesítok %-ban kifejezett 

arányát, azaz az összes dolgozatot megíró fo hány %-ának, illetve a 124 fos minta és a 

177 fos minta hány %-ának az eredménye esik az adott intervallumba.

2.1. ábra. A megoldások százalékos eloszlása
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2.3.2. Feladatonkénti eredmények összehasonlítása

A következő táblázat értékei mutatják a 9-dik, és 10-dik osztályban megírt feladatok meg­

felelő részeiből kapott adatok összehasonlítását.Páros összehasonlító adatok.

Feladat Életkor Létszám Átlag %-ban

l.feladat 9. osztály 124 63 %

10. osztály 177 65 %

2.feladat 9. osztály 124 56%

10. osztály 177 56%

3.feladat 9. osztály 124 46%

10. osztály 177 47 %

4.feladat 9. osztály 124 58 %

10. osztály 177 58 %

5.feladat 9. osztály 124 60%

10. osztály 177 66%

6.feladat 9. osztály 124 24%

10. osztály 177 27 %

7.feladat 9. osztály 124 58 %

10. osztály 177 58 %

8.feladat 9. osztály 124 46%

10. osztály 177 48 %

9.feladat 9. osztály 124 16%

10. osztály 177 12%

lO.feladat 9. osztály 124 40%

10. osztály 177 42%

ll.feladat 9. osztály 124 29%

10. osztály 177 20%

12.feladat 9. osztály 124 9%

10. osztály 177 6%

A táblázatból és a mellékelt 2.2 ábrán jól látható, hogy a diákok hanyad része tudja meg­

oldani az egyes feladatokat. Könyedén leolvasható az összesített adatokból, hogy melyik
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feladat okozott nehézséget, milyen területeken vannak hiányosságaik a diákoknak.

Az elso nyolc feladat közül meglepo módon a 6. feladattal akadt a diákoknak a legna­

gyobb nehézségük. Ami valószínüleg nem a matematikai hiányosságnak tudható be, ha­

nem a figyelmetlenségnek. Ebben az egy feladatban a válaszok nem olyan mértékegység­

gel voltak megadva, mint amivel alapesetben elvégezték a számításokat. A megoldáshoz 

Pitagorasz tételét és a derékszögű háromszög területének a képletét kellett alkalmazni, 

ami több feladat részmegoldásául is jelen volt a dolgozatban. Ettol a feladattól eltekintve 

belátható, hogy a dolgozatot megírt diákok közül nagyobb része tudta a helyes választ, 

és csak kisebb része az ahol nem a helyes választ adták meg vagy nem oldották meg a 

feladatot.

2.2. ábra. Feladatonkénti eredmények eloszlása

A 9. feladat elég nagy fejtörést okozott a diákoknak, mindössze a 16%-a tudta a he­

lyes feleletet a 9. osztályosok közül, és 12% a 10 osztályosok körébol. Valószínüleg a 

feladat összetetsége okozta a problémát és az hogy jóval nagyobb elméleti tudást igényelt 

a feladat megoldása az eddigiekhez képest.

A 10. feladat könnyen megoldható volt, egyszerű és átlátható problémát tárgyalt

A 11. feladat összetettebb, de könnyebben megoldható mint a 9-es.

A 12. feladattal nagyon kevesen próbálkoztakmeg, annak ellenére hogy egyértelmű 

adatok voltak megadva és könyedén fel lehetett volna rajzolni. Már ezért is járt volna 

részpontszám. A feladatban a nehézséget talán az okozta, hogy egybol koszinusz tétellel
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kellett indítani a megoldást.

2.3.3. A megfelelő részek eredményeinek az összehasonlítása

A következő táblázat értékei mutatják a 9-dik és 10-dik osztályban megírt feladatsorok 

megfelelő részeibol kapott adatok összehasonlítását.

Feladat Életkor Létszám Átlag %-ban

I.rész 9. osztály 124 50%

10. osztály 177 53 %

Il.rész 9. osztály 124 27 %

10. osztály 177 25 %

III.rész 9. osztály 124 7 %

10. osztály 177 6%

Az adatok számomra a várttal teljesen megegyezo eredményt mutatnak. Az össze­

hasonlítást csak strukturális alapon lehetett elvégezni. A 9-edik, illetve a 10-edik osztá-

2.3. ábra. A megfelelo részek összehasonlítása 

lyos diákok szerkezeti összetételébol következik, hogy gyakorlatilag 0 a valószínusége
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a közép- és az álltalános iskolás eredmények átlagaira vonatkozó elvi egyezésnek. Az 

eltérések viselkedésének részletezését mutatja a fentebb mellékelt táblázat és a 2.3 ábra.

Az eltérések adatai alátámasztják, hogy a 9-edik osztályban vizsgázók felkészültebbek 

a részletesebb illetve összetettebb megoldást igénylo feladatokra és felkészíto tanáraik jól 

ismerik a vizsga részeinek nehézségeit, kapcsolatát és eltérését. A 10-edik osztályban ta­

nulók összetétele jól láthatóan alacsonyabb tendenciát mutat a nagyobb nehézségű vagy 

részletesebb megoldást igénylő feladatoknál. Mindezek alapján természetes, hogy az el­

térések a második és harmadik részt illetoen negatív adatok a 10-dik osztály irányában, 

az elso résznél kisebb, a második résznél nagyobb abszolút értékben.

2.3.4. A minta területi eloszlása

Felmérésemet két körben végeztem el, két korcsoporttal. Az elsot 2018 májusában az 

általános iskolák 9. osztályos diákjaival és a másodikat 2018 szeptemberi és októberi 

hónapokban a középiskolák 10. osztályában.

Az elso körben összesen 124 kilencedik osztályos tanuló írta meg az általam összeál­

lított feladatsort. A Gyulai Általános Iskolából 10 diák, a Feketeardói Középiskolából 17 

diák, a Nevetlenfalui Középiskolából 14 diák, az Aklihegyi Oktatási Nevelési Központból 

7 diák, a Nagyszolosi 3. számú Perényi Zsigmond Középiskolából 25 diák, a Karácsfalvi 

Sztojka Sándor Görögkatólikus Liceumból 24 diák, a Tiszakereszturi Oktatási Nevelési 

Központból 9 diák, a Nagyberegi Középiskolából 18 diák.

A második körben összesen 177 tizedik osztályos tanuló írta meg ugyan azt a fel­

adatsort. A Nevetlenfalui Középiskolából 22 diák, a Péterfalvi Református Liceumból 

30, az Újlaki Középiskolából 24 diák, a Nagyszolosi 3. számú Perényi Zsigmond Kö­

zépiskolából 23 diák, a Karácsfalvi Sztojka Sándor Görögkatólikus Liceumból 27 diák, 

a Tiszakereszturi Oktatási Nevelési Központból 6 diák, a Nagyberegi Középiskolából 19 

diák, a Péterfalvi Középiskolából 18 diák, a Verboci Középiskolából 8 diák.
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Összefoglalás

Diplomamunkámban megvizsgáltam az általános iskolák 9. osztályos, és a középisko­

lák 10. osztályos diákjainak tárgyi tudását a háromszögek területének kiszámításában. A 

felmérésben az általam összeállított feladatsort használtam fel. Diplomamunkámat a há­

romszögek megoldása és területének a meghatározása témakörbol állítottam össze.

Kárpátalja általános és középiskolái a néhány elmúlt év alatt jelentos fejlodésre tettek 

szert az informatika szaktantermek tekintetében, annak köszönhetoen pedig, hogy növe­

kedett az informatika eszköztár a tanulók számára is jelentosen egyszerUsödött az internet 

elérés. Ez a kedvezo feltétel nyújtotta a lehetoséget, hogy online felületen is megvalósít­

ható legyen egy-egy személyes véleményre, vagy jelen esetben tudásra irányuló felmérés. 

Az általam elvégzett munka kivitelezésében is nagy segítségre volt a Google drlap nyúj­

totta lehetoség, hiszen a tanulók egy számukra megfelelo idopontban, az általuk ismert 

tanár jelenlétében tölthették ki az általam összeállított feladatsort. Ahhoz, hogy az ered­

mények megfeleloen tükrözzék a kilencedik osztályos tanulók valós tudásának szintjét, 

a feladatsor összeállításánál fontos szempont volt számomra, hogy különbözo nehézségi 

szintu megválaszolandó kérdések kerüljenek bele.

A kapott eredmények alapján elmondhatjuk, hogy az általános iskolai tanulók (9. osz­

tály) által adott válaszok, a teljes feladatsorra nézve részletes és kidolgozott. Eredménye­

iken tükrözodik, hogy egyes iskolák tanulói közül néhánynak kevésbé sikerült megfelelo 

pontossággal megadnia válaszait. Azonban az elvárt szempontnak mindez megfelel, hi­

szen a matematikai feladatok megoldása nem azonos az osztályokra vonatkoztatva. Azt 

viszont fontos megemlíteni, hogy a 9. osztályos diákság némi figyelmetlenséget mutat a 

kapott válaszok elso, tesztalapúan felépülo kérdéseiben. Ezt a kisebb fokú figyelmetlen­

séget valószínűleg az izgatottságból adódóan követték el.

A 10. osztályos tanulók válaszainak körében kevésbé precíz kidolgozások voltak meg- 

figyelhetoek. Mindez a szöveges feladatok megoldására volt jellemzo, a tesztfeladatok 

terén némileg jobb eredményt értek el. Ez azzal magyarázható, hogy a 9. osztállyal ellen­
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tétben már rutinosan adtak választ, nem volt bennük izgatott érzés, az esetleges helytelen 

válasz miatt.

Összességében elmondhatjuk, hogy a középiskolai tanulmányaikat még csak megkez­

dő 10. osztályos tanulók megoldásaiban több helytelen felelet található, mint az általános 

iskola végzos, 9. osztályos tanulói által megadott válaszok között.
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Резюме

У моїй дипломній роботі я вивчив матеріальні знання учнів дев'ятих класів 

загальноосвітніх шкіл та учнів десятих класів середняосвітніх шкіл при розрахунку 

площі трикутників. В опитуванні я використав набір складених мною завдань.

Моя дипломна робота була складена з теми вирішення трикутників і визначення їх 

області.

На Закарпатті за останні кілька років загальні та середні школи досягли значного 

прогресу у відділах ІТ-спеціальності, завдяки збільшеному інструментарію 

інформаційних технологій доступ до Інтернету для студентів також значно 

спростився. Це сприятлива умова дала можливість провести індивідуальне 

опитування особистої думки, або в даному випадку, обстеження знань на онлайн- 

платформі. Можливості, надані Формою Google були великою допомогою у 

виконанні моєї роботи, оскільки учні могли заповнити набір вправ, які я підготував 

для них у відповідний час, у присутності вчителя, якого вони знали. Для того, щоб 

результати адекватно відобразили рівень справжніх знань учнів дев'ятого класу, 

для мене було важливим аспектом скласти питання, на які необхідно відповісти на 

різних рівнях складності.

Виходячи з отриманих результатів, можна сказати, що відповіді, надані учнями 

загальних класів (дев'ятий клас), деталізовані та розроблені для цілого завдання. Їх 

результати показують, що деякі з учнів деяких шкіл не могли дати свої відповіді з 

правильною точністю. Але все це відповідає очікуваним критеріям, так як рішення 

математичних завдань не є однаковим для класів. Проте, важливо зазначити, що в 

отриманих відповідей перших тест-орієнтованих питаннях дев'ятого класу 

спостерігається деяка неуважність. Цей менший ступінь неуважності, ймовірно, 

пов'язаний з хвилюванням.

Менш точні специфікації були знайдені у відповідях учнів десятого класу. 

Характерно було це для вирішення текстових завдань, але досягли трохи кращого 

результату в області тестових завдань. Це можна пояснити тим фактом, що, на 

відміну від дев'ятого класу, вони регулярно відповідали, не були схвильовані 

можливим неправильним відповіді.



Підсумовуючи, можна сказати, що існує більше неточностей у відповідях учнів 
десятого класу, які тільки почали свою середню освіту, ніж у відповідях учнів 
дев'ятого класу загальної школи, які є випускниками.
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