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Bevezetés

Koztudott, hogy 2017-t6l megujult tantervi rendszer Iépett Eletbe a matematika ok-
tatdsban, mondvan, hogy: ez jobban igazodik a gyakorlati élet problémdinak kezelésére,
mint a régi. Témavezetd tanarom javaslatira, ebbdl a korbdl valasztottam ki a dolgozatom
témajat. Kérése szerint, vizsgdljam meg, hogy mennyire megvaldsithatéak haromszogek
teriiletének kiszdmitdsai az dlltalanos iskoldk 9-dik osztdlya és a kdzépiskolak 10-dik osz-
talya szdmara.

Olyan feladatsort allitottam 0ssze, amely a lineédris gondolkodas alapjan 1épésrdl 1¢-
pésre halad elére a megoldés felé. Az egyszeriibb egy és két 1¢€pésre bonthat6 feladatok
utan, az 0sszetettebb harom vagy négy 1épéssel megoldhatdk kovetkeztek, mig a végén a
sajat megolddsokat tartalmazé feladatok zartdk a sort.

A teszt tartalmilag geometriai jellegd, s azt kivdnja kimutatni, hogy van-e a megol-
dasok ¢vfolyamonkénti kozott hasonlésag vagy eltérés. Az 6sszehasonlitds érdekében a
feladatlapok szerkezeti felépitése megegyezik, valamint a vizsgélt tudaselemek érté¢kelése
1S azonos.

A kovetelményrendszer az ismeretanyag szempontjabdl is jol strukturalt, dttekinthetd.
A feladatok megtekintésekor felmeriild kérdések egyértelmtiek, jol érthetdek és az eddigi
ismereteikkel konnyedén megoldhatbak.

A konnyebb atlathatésag kedvéért a kapott eredményeket diagramon, illetve tablazat-

ban fogom 4brizolni €s 6sszesiteni.



1. fejezet

Haromsz6gek megoldasa

1.1. A oo-tdl 180°-ig terjedd sz6gek szinusza, koszinusza és
tangense.

A hegyes szdg szinuszanak, koszinuszanak és tangensének fogalméaval mar a 8.osztalyos
mértan sordn megismerkedtetek. Ezeket a fogalmakat kibovitjik barmilyen a szogre, ahol
0° < a < 180°.

A koordinatasik felso félsikjdban megvizsgalunk egy félkort, melynek kézéppontja a
koordinatarendszer kezdopontja (origd), sugara pedig 1egyseg (1.1 abra). Az ilyen félkort
egységfélkornek nevezzik.

Az a szognek (0° < a < 180°) az egység felkoron megfelel az M pont, ha MOAZ =
a , ahol az O és A pontoknak a megfeleld koordinatai (0; 0) és (1; 0) (1.1 &bra). Példaul
az 1.1 abran a 90°-kal egyenlo szdgnek a C pont fog megfelelni, és a 180°-kal egyenlo

szognek pedig a B pont, a 0°-kal egyenlo szognek pedig az A pont.

Legyen az a hegyesszdg. Akkor ennek megfelel egy M (x;y) pont az egységfélkdr AC



ivén (1.2 &bra). Az OMN derékszdg( haromszdgben:

cosa = ON sina—NIN
T oM’ T OM

Mivel OM =1, ON =x, MN =y, ezértcosa = X, sina =Y.

Tehét az a hegyes szog koszinuszanak és szinuszanak az a szognek megfelel6 egy-
segfélkdron 1évo M pont abszcisszajat és ordinatajat tekintjik.

A kapott eredmény mar sejteti azt, hogyan lehetne meghatéarozni a bArmilyen a sz6g-

nek a szinuszat és koszinuszat, ahol 0° < a < 180° .

1. Meghatarozas. Az a (0° < a < 180° ) sz0g a koszinuszanak es szinuszanak az
egységfélkoron l1évé, az a sz6gnek megfelel6, Mpont abszcisszajat és ordinatajat nevezzik

(1.3 &bra).

Alkalmazva ezt ameghatarozast megallapithat6, hogy sin0° = 0, cos0° = 1,sin 90° =
= 1, c0s90° = 0, sin 180° = 0, cos 180° = -1.
Ha az M (X;y) - az egységfélkor barmilyen pontja, akkor —L < X < 1és0 <y < 1

Tehéat, barmilyen a szogre, ha 0° < a < 180° , igaz:
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0 < sina <1,

—1 cosa 1.

Ha a tompaszdg lesz, akkor ennek a szégnek az abszcisszéja negativ. Tehat a tompa-
sz6g koszinusza negativ szam lesz. Igaz a kovetkezo allitds is: ha cosa < 0, akkor az a

tompa- vagy egyenes szog lesz.

A 8.osztalyos mértan tananyagbdl mar tudjatok, hogy barmilyen a hegyesszogre iga-

zak a kovetkezo egyenloségek:

sin(90° —a) = cosa

cos(90° —a) =sina

Ezek a képletek igazak maradnak az a = 0°-raés az a = 90°-ra is (6nalléan gyozod-

jetek meg errol).

Legyen az a és a 180° - a , ahola = 0°,a = 90° és a

180°, megfelelo pontjai az
egységfélkoron az M (x1;ji) és N (x2;y2) pontok (1.4 abra).

Az OMM! és ONN1derékszdgl haromszdgek egybevagdk az atfogojuk és a hegyes-
szOglik alapjan (OM = ON = 1, MOM1Z =NON1Z = a ). Ebbol kdvetkezik, hogy y2=y1

és x2 = -x1. Tehat,

sin(180° —a) = sina

cos(180° —a) = —cos a

Gyozodjetek meg arrol dnalléan, hogy a fenti egyenloségek igazak maradnak az a =
0°,a =90° a = 180°.
Ha az a hegyes szdg, akkor a 8.0sztalyos tananyaghdl mar ismert a kdvetkezo azo-

nossag, amelyet a trigonometria alapazonossaganak neveznek:
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sin?a + cos?a =1

Ez az azonossdgigaz az o = 0°, o = 90°, & = 180° esetében is (6nalléan gydzddjetek
meg rola).

Legyen az o tompa szdg. Ekkor a 180° — « hegyes szog lesz. A kdvetkez6t kapjuk:

sin® a + cos? a = (sin(180° — a))? + (— cos(180° — a))? = sin?(180° — a) +
+ cos?(180° — a) = 1

Tehat a sin® a + cos? o« = 1 azonossag teljesiil barmilyen 0° < o < 180° szogre is.

. sin o

2. Meghatarozas. Az o, ahol 0° < o < 180°, és o £ 90°, sz0g a tangensének a

cos «
ardnyt nevezziik, vagyis

sin o

tana =
COS (v

ahol 0° < a < 180°, és o # 90°.

Mivel cos 90° = 0, ezért tan «v nincs értelmezve az o« — 90° esetében.

Szemmel lathat6, hogy az o ( 0° < o < 180° ) mindegyik €rtékének az egységsu-
garu félkor egy - egy pontja felel meg. Tehat minden « szognek megfelel egyetlen olyan
szam amely az adott szog szinusza (koszinusza, tangense, ha oo # 90°) lesz. Ezért a szog
értékének szinusza (koszinusza, tangense) fliggvény-osszefliggés lesz.

Azf(a)=sina, gla)=cosa , h(a ) = tga fliggvényeket az o szog trigonometrikus
fiiggvényeinek nevezziik.

1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy tan(180° — a) = —tan« .

Megoldas :

tan (180 — a) = = =
an o) cos (180 —a)  — cosa COS o
2. feladat. Hatarozzatok meg sin 120°, cos 120°, tan 120° érté€két.

sin (180 — ) sin o sin o
= = — = —tana.

Megoldas :
V3

sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° = BE
1
cos 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60° = —5-

tan 120° = tan (180° — 60°) = — tan 60° = —/3. [2, 5-8]
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1.2. A koszinusztétel

A haromszdgek egybevagodsaganak elso ismertetdjelébdl kovetkezik, hogy a hdromszdg
két oldala és kdzbezart sz6ge egyértelmiien meghatarozza a haromszéget. Tehat, az emli-
tett elemek segitségével meg lehet hatadrozni a hAromszég harmadik oldalat. A kdvetkezo

tétel megmutatja, hogy hogyan kell ezt végrehajtani.

1.1. Tétel. (Koszinusztétel).A hdromszdg oldalanak négyzetét megkapjuk, ha a masik két
oldal négyzetenek 6sszegébdl kivonjuk a két oldal és az altaluk bezart sz6g koszinuszanak

kétszeres szorzatat.
Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az AB C haromszdget. Bebizonyitjuk, hogy példaul
BC2=AB2+ AC2- 2<AB *AC e<cos A.

Harom esetet vizsgalunk meg:

1) az A sz6g hegyesszdg;

2) az A sz6g tompaszog;

3) az A szog derékszog.

Elsd eset. Legyen A hegyesszdg. Akkor legalabb az egyik sz6g a B vagy a C szdg
hegyesszég lesz.

Legyen CZ < 90° . Meghlzzuk a BD magassagot. Az teljesen az ABC haromszdgben
lesz (1.5. abra).

BD = AB e¢sinA, AD = AB e¢cosA .
A BDC derékszdgu haromszogbhen: BC2= BD2+ CD2=
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= BD2+ (AC- AD)2= AB2e<sin2A + (AC - AB ecos A)2= AB2esin2A + AC2-
- 2ACAB *cos A + AB2c0s2A = AB2¢(sin2A+c0s2A)+AC2- 2sAC *AB *cos A =
=AB2+ AC2- 2+AB *AC <cosA ..

*Legyen BZ < 90° . Az ABC haromszdg C cstcsabdl meghuzzuk a magassagot. Az
teljesen az ABC haromszogben lesz. Ennek az esetnek a bizonyitasa teljesen hasonlé az
el6bbi esethez. Végezzétek el dnalldan.

Masodik eset. Legyen az A tompasz6g. Meghuzzuk az ABC haromszégben meghuz-

zuk a BD magassagot (1.6 abra).

Az ABD derékszdgl haromszégben: BD = AB ¢sinBADZ = AB -sin(180° -
- BACZ) = AB *sinBACZ,

AD = AB *cosBADZ = AB cos(180° - BACZ) = -AB <cosBACZ.

A BDC derékszogl haromszégben: BC2= BD2+ CD2= BD2+ (AC + AD)2=
= AB2+in2BACZ + (AC- AB ecosBACZ)2= AB2+ AC2- 2<AB *ACecosBACZ

Harmadik eset. Legyen az A derékszdg (1.7 abra). Ekkor cosA = 0 .Be kell bizo-
nyitani, hogy BC2 = AB2+ AC2 . Ez az egyenloség az ABC haromszdgre igaz lesz,
Pitagorasz-tételbol kovetkezoen.

A koszinusztétel bizonyitasa megmutatta, hogy a Pitagorasz-tétel az a koszinusztétel
egy részesete, és a koszinusztétel a Pitagorasz-tétel altalanositasa.

Ha alkalmazzuk az ABC haromszdg oldalainak és a szdgeinek jellését, akkor példaul
az a oldal hosszara fel lehet irni:

a2= b2+ c2- 2<beccosa

A koszinusztétel segitségével, ha ismert a haromszdg harom oldalanak a hossza, meg

lehet allapitani, hogy hegyesszégu, tompaszogu vagy derékszdgu e az adott haromszég.

14



1.2. Tétel. (a koszinusztétel kovetkezménye). Legyen a, b és ¢ a haromszdg oldalainak
hossza. Ha a2<b2 + c2, akkor a hdromsz0g hegyesszogd lesz, ha a2 > b2 + c2, akkor

tompaszogl, hapedig a2 = b2 + c2, akkor az adott haromszog derékszogui lesz.

Bizonyitas: A koszinusztétel alapjan

a2= b2+ c2—2+bececosa

Innen 2 ebececosa = b2+ c2—a2.

Legyen a2< b2 + c2. Ekkor b2 + c2 - a2 > 0. Ebbol kdvetkezik, hogy 2bc cos a >0,
vagyis
cos a >0. Ezért az a hegyesszdg lesz.

Mivel az a a haromszdg legnagyobb oldala, ezért ezzel az oldallal szembe a hdrom-
sz0g legnagyobb szdge helyezkedik el, amelyr6l meggyozodtiink, hogy hegyes szdg lesz.
Tehat ebben az esetben a haromszog hegyesszogi lesz.

Legyen a2> b2 + c2. Ekkor b2 + ¢2 - a2 < 0. Ebbol kdvetkezik, hogy 2bc cos a <0,
vagyis
cos a <0. Ezért az a tompaszdg lesz. Tehat, ebben az esetben a haromszog tompaszdg(.

Legyen a2 = b2 + c2. Ekkor 2bc cos a = 0. Innen kovetkezik, hogy cos a = 0. Vagyis
a = 90°. Ebben az esethben a haromsz6g derékszogi lesz.

1 feladat. Bizonyitsatok be, hogy a paralelogramma atloi négyzeteinek 6sszege, az
oldalai négyzetei 6sszegével egyenlo.

Megoldas. Az 1.8 abran az ABCD paralelogramma lathato.

Legyen AB = CD = a, BC =AD = b, BADZ = a , ekkorADCZ = 180° —a lesz. Az

ABD haromszogben a koszinlsztétel alapjan:

15



ED2= a2+ b2—2abcosa (1.2.1)

Az ACD haromszdgben a koszinusztétel alapjan:
AC2=a2+ b2-2ab cos(180° —a ). Innen

AC2= a2+ b2+ 2abcosa (1.2.2)

Osszeadva az (1.2.1) és a (1.2.2) egyenlGségeket, megkapjuk, hogy:
BD2+ AC2=2a2+ 2b2.

2. feladat. Az ABC haromsz6g AB oldala 4 cm-rel nagyobb mint a BC oldal, BZ
=120°, AC = 14 cm. Szamitsatok ki az AB és AC oldalak hosszat.

Megoldés. A koszinusztétel alapjan

AC2=AE2+ EC2—2AE *EC ecosE

Legyen BC = x cm, x >0, ekkor AB = (x+4) cm lesz.

A kovetkezoket kapjuk: 142 = (X + 4)2+ x2—2x(x + 4) cos 120°; 196 = x2+ 8X +

+ 16+ X2—2xX(X + 4) «(—); 196 = 2x2+ 8x + 16 + x(X + 4); 3x2+ 12x —180 = 0; x+
+4x —60 = O; xi = 6;x2= —10.

A -10 nem elégiti ki az x > 0 feltételt.

Tehat, BC =6cm, AB =10 cm.

Felelet: 10 cm, 6 cm.

3. feladat. Az ABC haromsz6g AC oldalan ugy jel6ltek egy D pontot, hogy CD: AD
= 1:2. Hatérozzatok meg a BD szakasz hosszat, ha AB = 14 cm, BC = 13 cm, AC = 15

cm.

Megoldas. A koszinusztétel alapjan az ABC haromszdgben (1.9 abra):

16



AB2=AC2+ BC2- 2AC mBC mcos C.
AC2+ BC2- AB2 152+ 132- 142 225 + 169 - 196 33
Ebbol cosC

2AC «BC 2-15-13 2-15-13 ‘65"
Mivel CD:AD =1:2, innen CD = éAC = 5 (cm).

A BCD héaromszogbdl kapjuk: BD2 = BC2+ CD2- 2BC CD cosC 132+
+ 5% - 2ml3 w5 lg 128.

Tehat, BD ~/128 = ~/2 (cm).

Felelet: 8n/2 cm.

4. feladat. A haromszog két oldala 23 cm és 30 cm, a nagyobbik ismert oldalhoz
huzott oldalfelez6 hossza 10 cm. Hatdrozzuk meg a haromszég harmadik oldalét.

Megoldas. Legyen az ABC haromszégben AC = 23 cm, BC = 30 cm, az AM szakasz
oldalfelezo, AM =10 cm.

Az AM szakasz M ponton tali meghosszabbitasara rdmérjik az MD szakaszt, amely-

nek hossza megegyezik az AM oldalfelezo hosszaval (1.10 abra). Ekkor AD = 20 cm.

1.10. 4bra. [1, 16]

Az ABCD négyszog AD és BC atléi az M pontban metszik és felezik egymast (BM =

17



MC, a feltétel alapjan, AM = MD a szerkesztCs szerint). Tehat az ABCD négyszog parale-
logramma lesz.

Mivel a paralelogramma 4tl61 négyzeteinek az 6sszege egyenld oldalai négyzeteinek
osszegével (nézd az 1.feladatot), ezért

AD? + BC? = 2(AB? + AC?). Innen

202 4 30% = 2(AB? + 23?),
400 + 900 = 2(AB? + 529);
AB? = 121;
AB=11cm.

Felelet: 11 cm. |2, 12-16]

18



1.3. A szinusztétel

A kovetkez6 tétel bizonyitasdhoz és nagyon sok feladat megoldéasahoz is alkalmazni fog-
juk a kdvetkez6 lemmat.

Lemma. A kérvonal hiarja egyenl§'az atmér6jének és a neki megfeleli) kerileti sz6g
szinuszanak szorzataval. Bizonyitas. A 1.11 dbrdn az M N szakasz az O kdzéppontu kor-
vonal hdrja. Meghtzzuk az M P &tmérot. EKkor az MNP Z = 90°, mint a az &mérore
tdmaszkodd kerileti sz6g. Legyen az M PN Kkerileti sz6g mértéke a. Ekkor az M PN

derékszégl haromszdgben kapjuk, hogy:
MN = MP msina. ®

Minden keruleti szognek a mértéke, amely az M N hurra tAmaszkodik, a vagy 180° —a
lesz. Tehat, szinuszaik egyenl6k. Ezért az (1) egyenloség minden, M N hurra tdmaszkodo,

kerileti szdgre igaz lesz. A haromszdgek egybevagosaganak méasodik ismertetojelébol

kovetkezik, hogy egy oldala és a rajta fekvo két szoge egyértelm(n meghatarozzdk a
haromszdget. Tehat, ezen elemei alapjan meg lehet hatadrozni a hdromszdgnek masik két

oldalat. Hogyan kell ezt megvaldsitani, ebben segit a kdvetkezo tétel.

1.3. Tétel (szinusztétel). A haromszdek oldalai aranyosak a szemben 1év6 sz6gek szinu-

szaval.

Bizonyitas. Legyen az ABC haromszégben AB = ¢, BC = a, CA = bh. Bebizonyitjuk,
hogy

a b C
SinA sinB sinC

19



Legyen az ABC' haromszog koré irt korének sugara R. Ekkor a lemma alapjan a =
=2R-sinA,b=2R-sinB,c= 2R - sinC. Innen

a b c

sinA  sinB  sinC

Kovetkezmény. A hdromszog koré irt korének sugara a kdvetkezd képlettel hatdrozhato
meg
a

R = ,
2sino

ahol a - a hdromszdg oldaldnak hossza, o -ezzel az oldallal szemkozti sz0g mértéke.
1.feladat. Az ABC haromszogben ismert, hogy AC = /2 cm, BC = 1 cm, B/ = 45°.
Hatarozzuk meg az A szog mértékét. Megoldds.

A szinusztétel alapjan

BC  AC
sinA  sinB’

Innen

BCOsi i gro

smB: 1-sin45 :ﬁ:\/izl.
AC V2 2 2

Mivel BC < AC, ezért A/ < B/. Tehat, az A szog hegyesszog lesz. Ebb6l kovetkezik,

1
hogyha sin A = 5 akkor AZ = 30°.
Felelet: 30°.
2. feladat. Az ABC haromszogben ismert, hogy AC' = V2em, BC = 1c¢m, A/ = 30°.

sinA =

Hatarozzuk meg a B szog mértékét.

Megoldds. A szinusztétel alapjan

BC  AC
sinA  sinB’
Ekkor
S B — ACsinA B ﬁ
BC 2

Mivel BC < AC, ezért A/ < BZ. Ekkor a B szog lehet hegyes- €s tompaszog is. Ezért
B/ = 45° vagy B/ = 180° — 45° = 135°.

Felelet: 45° vagy 135°.

3. feladat. Az ABC haromszog AB oldalan D pontot jeloltek ugy, hogy BDCZ = +,
AD = m (1.12 dbra). Hatdrozzatok meg a BD szakasz hosszdt,ha AL =a < BZ = §.
Megoldas. A BDC szog az ADC' haromszog kiilsé szoge. Tehdat ACD/Z + AL =
= BDC/,innen ACD/ =~ — «.

Az ADC haromszogbdl a szinusztétel alapjan kapjuk, hogy:
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sinCADZ sinACDZ'
Tehat,

ADsinCADZ msina
SsinACDZ sin(j —a)

A BCD haromszdgben a szinusztétel alapjan kapjuk, hogy:

BD _ CD
sinBCDZ _ sinCBD?Z'

msinasin (B + y)

sm/esm (y —a)
4 .feladat. Az ABC haromszdgben a BD szakasz szbégfelez6, ABCZ 30°, CZ

Felelet:

_105° (1.13 &bra). Hatarozzuk meg az ABC haromszdg koré irt kérvonaldnak sugarat,
ha a BD C haromszog koré irt kdrvonalanak a sugara 8n/6 cm.

Megoldas. Legyen R a BD C haromszdg koré irt kérvonalanak a sugara R\ _ 8"/6 cm.

A BD C haromszdgben:

BDCZ _ 180° —(CBDZ + CZ) _ 180° —(15° + 105°) _ 60°.
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A szinusztétel kovetkezményEbdl kapjuk, hogy

BC

_ P R, 1
ssinBDC7 fen

BC = 2R sinBDC/ = 2 - 8y/6 - sin60° = 244/2 (cm).
Az ABC haromszogbdl kapjuk:
AZ = 180° — (ABCZ + C /) = 180° — 30° + 105°) = 45°.

Ekkor

BC BC 24+/2
_ 6LR — _ — 24(cm).
dsind POl = Seindne (om)

Felelet: 24 cm.[2, 21-23]
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1.4. A haromsztgek megoldasa

A haromszogek megoldasa aztjelenti, hogy az ismert oldalak és szégek alapjan meg kell
hatarozni az ismeretlen oldalait és szdgeit A 8. osztalyban megtanultatok megoldani a
derékszégli haromszoget. A koszinusztétel és a szinusztétel lehet6séget ad barmilyen ha-
romszdg megoldasara

A kovetkezo feladatokban a trigonometrikus fliggvények értékeit szamoldgép segitségé-
vel hatarozzuk meg, melyeket szdzadokra fogunk kerekiteni. A szogek mértékét szamo-
I6géppel hatadrozzuk meg és ezeket egészre kerekitjik. Az oldalak hosszanak kiszamitasa
soran az eredményt tizedekre kerekitjuk.

1. feladat. Oldjatok meg a hdromszdoget (1.14 bra), ha adott oldala a = 12 cm és két
szoge f = 36°,y = 119°!

Megoldas. Alkalmazva a haromszdg szdgeinek 0sszegérol szolo tételt, azt kapjuk, hogy:

a = 180° - (f + Y)= 180° - 155° = 25°.

A szinusz tétel alapjan

b a
sinf sina
Innen
_ asinf
sina

Ebbol azt kapjuk, hogy:

b 12sin36° 12 «0,59 16.9(cm)
sin25° 0,42 ’ '

Ujra alkalmazva a szinusztételt, felirjuk:

c a
sinY sina
Innen
asinY
sina
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 12sin119° 12sin61° 120,87
T sin25° 2 0,42

~ 24,9(cm).

Felelet: b~ 16,9 cm, c ~ 24,9 cm. oo = 25°.

2. feladat. Oldjatok meg a haromszoget két oldala ¢ = 14 cm, b = 8 cm €s kozbezart
szoge v = 38° alapjan!

Megoldds. A koszinusztétel alapjan: ¢ = a® + 0* — 2ab - cosy

Innen:

2 =196 4 64 — 2- 14 - 8cos38° &~ 260 — 224 - 0,79 = 83,04;

c~9,1cm.

Tovabbiakban:

a? = b% + ¢ — 2bccosa;

b+ —a? 82 19,12 — 142
COSQ = ———; COSQL R
2bc 2-8-9,1

~ —0,34.

Innen kapjuk, hogy o ~ 110°.
Alkalmazva a haromszog szogeinek 0sszegeinek dsszegérol szolo tételt, azt kapjuk, hogy:

B = 180° = (B 7);
[0~ 180° — 148° = 32°,

Felelet: c ~ 9,1 cm. o = 110°, § = 32°.
3. feladat Oldjatok meg a haromszoget, ha harom oldalaa = 7cm, b = 2 cm, ¢ = 8 cm!

Megoldds. A koszinusztétel alapjan a® — b? + ¢ — 2bc - cosa.

Innen
b+ 2 —a? 4464 —49
cosa = u; cosa ~ ahot—4) ~ 0,59. Megkaptuk, hogy o ~ 54°.
2bc 2-2-8
. < > a a
A szinusztétel alapjdn: —— = ——. Innen
stna sinf
bsi 2stmd4°  2-0,81
sin f = 2 ging a 200 21000 £ 0,23,
a 7 7

Mivel a b a legkisebb oldala az adott haromszognek, ezért a 3 hegyesszog lesz. Tehat

0 ~ 13°. Alkalmazva a haromszog szogeinek 6sszegérol szol6 tételt, azt kapjuk, hogy:

v =180° — (o + 3); v = 180° — 67° = 113°.
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Felelet: o ~ 54°, f ~ 13°, v ~ 113°.
4. feladat. Oldjatok meg a haromszoget, ha adott két oldala és az egyikkel szemkozti
szoge:
)a=17cm, b =6 cm, o = 156°;
2)b="Tcm,c=8cm, § = 65°;
3)a=6c¢cm,b=>5cm, § = 50°.

b
Megoldds. 1) Szinusztétel alapjan .a = ——. Innen
stnae - sinf
bsina 6sin156°  6sin24°  6-0,41
np = : nG = = = —— ~0,14.
sinf =—, o 17 17 17

Mivel az adott haromszogben o tompaszog, ezért 5 hegyesszog lesz. Ezért 5 ~ 8°. Al-
kalmazva a hdromszog szogeinek 6sszegérdl szolo tételt, azt kapjuk, hogy:

v = 180° — (a + 8): v~ 16°.
C

. . ., a
A szinusztétel alapjan =

sina siny’
asiny _ 17sinl6® 17-0,28

I — N ~ . ~ ~ 11,6 .
nen e st ¢ stnl1b6° 0,41 (cm)
Felelet: p ~ 8°,v=16°,c~ 11,6 cm.
b
2} A szinusztétel alapjan —— = ,C .
sinf  siny
csinf3 . 8sin65°  8-0,91

siny = ~ 1,0 > 1, ami nem lehetséges.

p S 7 17

Felelet: a feladatnak nincs megoldasa.

b
3) A szinusztétel alapjan .a = —— . Innen
stnae - sinf
' 6sind50°  6-0,77
sina — asznﬁ ;D sina — S“; A 5’ ~ 0,92,

Két eset lehetséges: a ~ 67° vagy a ~ 180° — 67° = 113°.
Megvizsgéljuk azt az esetet, mikor o ~ 67°.

Alkalmazva a hdromszog szogeinek 6sszegérol szolo tételt, azt kapjuk, hogy:

v =180° — (a + B); v ~ 180° — 117° = 63°.
b ¢
sin  siny’
bsin-y 5sin63°  5-0,89
= PR — ~
SUN7Y stnH0° 0,77

A szinusztétel alapjan:

c A~ 5,8(cm).

Megvizsgéljuk azt az esetet, mikor o ~ 113°.

Alkalmazva a haromszog szogeinek 0sszegérol szolo tételt, azt kapjuk, hogy:
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7 -1800- (a+ B);7 & 1800- 163 1= 170.
bsin7 ot 5sinl70 50,29
sin7 sin500 0,77

1,9(cm).

Felelet: a & 670,7 & 630,¢c & 5,8 cmvagy a & 1130,7 & 170,¢ & 1,9 cm.[2, 29-31]

1.4.1. Atrigonometria a haromszdgek meresével foglalkoz6 tudomany

Mar tudjatok, hogy az 6si utazdkat a csillagok és a bolygdk vezették. Ok mar elég ponto-
san meg tudtak hatarozni a hajé elhelyezkedését az 6cednban, vagy a karavant a sivatag-
ban égbolti fények elhelyezkedése alapjan. Ek6zben az egyik orientald tényezd fénylé égi
test magassaga volt, melyre a horizont folé emelkedett, az adott helyen és az adott id6ben.
Az nyilvanvald, hogy kozvetlenil lehetetlen megmeérni ezt a magassagot. Ezért a tudosok
kezdték kidolgozni a nem kozvetlen mérési mddszert. Itt jelentésen segitett a haromszo-
gek megoldasa, két cstcsa a Fold felszinén helyezkedik el, a harmadik pedig a csillag volt

(1.15bra) - a szamotokra méar ismert 3.17. feladat. Az ehhez hasonl¢ feladatok megolda-

sara az Okori csillagdszoknak meg kellett tanulniuk a haromszdg elemei koz6tti 6ssze-
fliggéseket. igy keletkezett a trigonometria tudomanyag, amely a haromszég oldalai és
szdgei kozotti kapcsolatokat vizsgalja. A ,,trigonometria” kifejezés (a gérog ,,trigonon” -
h&dromszog és a ,,metreo” - mérés szavakbdl keletkezett) a ,,haromszdgek méréset” jelen-
ti.

A 1.16 dbrdn az AOB kozépponti szdg lathat6, melynek mértéke 2a. Az OM B derékszo-
gu hdromszoghél: MB = OB esina. Tehat, ha az egységkorbe megmérjik a 20, 40, 60,
.. 1800 kdzépponti szogekre tamaszkodo hurok felének hosszat, akkor ilyen médszerrel
kiszamithatjuk a megfelel6 1o, 20, 30, .. 900 fokos szdgek szinuszainak értéket.

A fél harok hosszanak mérését Hipparkhosz (i.e. 1l.szdzad) 6gorog csillagasz alkalmazta

és elkészitette az els6 trigonometriai tablazatokat.
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A szinusz és a koszinusz fogalma az indiai kutatok trigonometriai értekezéseikben szere-
peltel6szorazi.u. IV.-V. szdzadokban. A X. szdzadban az arab tud6sok a tangens fogalmat

is bevezették, amelyet a naporakrol sz6l6 tudomanyban alkalmaztak (1.17 &bra). Europé-

1.17. 4bra. [1,34]

ban az elso tudomanyos munka, melyben a trigonometriat, mint kilénallé tudoméanyéag
emliti az az ,,Ot kdnyv a haromszdgek Osszes tipusarol” értekezés volt, amely 1533-ban
jelent meg. Ennek szerzoje Regiomontanus (1436 —1476) német tudos volt. O fedezte fel
a tangenstételt: ahol a, b és c a hdromszdg oldalai, a, B és 7 a hAromszdg szdgei, melyek

az a, b és c oldalakkal szemkoztiek lesznek.

A trigonometria korszem formdja a hires matematikus, Euler, munkaiban jelent meg
eloszor.[2, 33-34]
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1.5. A haromszogek tertletének meghatarozasara szolga-

16 kepletek

A 8. osztadlyos mértanbdl mar tudjatok, hogy az a, b és c oldalt valamint ha, hbés hc

magassagl haromszog S teriletét a kovetkezo képlettel szdmithatd ki

1
S 2aha 2b». 2chc.

Most mar arra is van lehetoség, hogy néhany maés képletet is levezessiink a haromszdg

tertiletének meghatérozasara.

1.4. Tétel. A haromszdg terllete és ket oldala és altaluk bezért sz6g szinuszanakfél szor-

zataval egyenld'.

Bizonyitas: Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget, melynek teriilete S-sel egyenlo, olyat

melyben BC = a, AC = bés CZ = y. Bebizonyitjuk, hogy
S =2 abesiny

Héarom eset lehetséges:

1) ay szog hegyes (1.18 &bra);

2) ay szog tompa (1.19 &bra);

3) ay szog derékszdg. Az 1.18 és az 1.19 dbrdkon megrajzoljuk az ABC h&romszdg BD

magasséagot. Ekkor
S= 1BD «AC = 1BD «bh
2 2

Az elso esetben BD C derékszdgil haromszdgben (1.18 abra) ezt kapjuk: BD = asiny,
a masodik esetben (1.19 abra): BD = asin(180° —y) = asiny. Ebbol kdvetkezik, hogy
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Ha a C szog derékszdg, akkor y = 1. Az ABC derékszdgl haromszogben az a és b

befogdk:

ab msin90° = - ab «sinY.

S=sd=5 2 {

1.5. Tétel (Héron képlete). Az a, bés coldald haromszdg teriiletét a kdvetkezd' képlettel

lehet meghatérozni:

S=\p(p- a)p- b)p- o

ahol p a haromszogfel kerlete.

Bizonyitas: Vizsgaljlik meg az AB C haromszdget, melynek teriilete S,BC = a, AC =
= b, AB = c. Bebizonyitjuk, hogy

S=ylp(p- a)p- b)p- ¢
Legyen CZ = yeFelirjuk a hAromszdg terlletének képletét:
S 2abmsinYelnnen S2  1a2b2sin2Ye

A koszinusztétel alapjan c2= a2+ b2- 2ab mcosye

a2+ b2- c2
Innen a cosy = 2ab ..... ,

Mivel sin2Y =1 - cos2y = (1 - cosy)(- + cosy), Innen kdvetkezik:
S=ylp(p- a)p- b)p- o).

1.6. Tétel. Az a, bés c oldalu hdromszdg S teriilete a kbvetkezo képlettel is meghataroz-

haté.
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abc
4R

ahol, R a haromszdg koré irt kér sugara.

Bizonyitas: Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget, melynek teriilete S, oldalai BC = a,
abc

AC = b, AB = c. Bebizonyitjuk, hogy S = R ahol R - a koré irt kérvonal sugara

lesz.

Legyen AZ = a. Felirjuk a hdromszdg terlletképletét:

S = 2bmsina.
) a
A 3. pont lemm4jabdl kovetkezik, hogy sina = IR

Ekkor S = lbmsina = lbcm N

2 2 2R 4R
Bebizonyitott tantétel lehetoséget ad a haromszég koré irt koré sugaranak meghataroza-
séra

abc
4S'

R

1.7. Tétel. A haromszdg terilete egyenld afél keriiletének és a beirt kdrvonal sugaranak

szorzataval.

Bizonyitas: Az 1—20. abran az AB C haromszdg lathat6, amelybe egy r sugaru kérvonal

van irva. Bebizonyitjuk, hogy
S =pr

ahol, S - az adott haromszdg terllete, p - a fél keriilete.
Legyen az O pont a beirt kor kézéppontja, ez a koér az M, N és P pontokban érinti az
ABC haromszdg oldalait. Az ABC haromszdg terilete egyenlo az AOB, BOC és COA

terlleteinek az dsszegével:
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S —SaoB + SBOC + ScoA
MeghUzzuk az érintési pontokhoz a sugarakat. Azt kapjuk, hogy: OM A AB, ON A
A BC,OP A CA. Innen:
Saob —20M *AB —1r *AB;
Saob —20ON «BC —2r sBC;
Saob —20P «AC —2r <AC.
Tehat, S —2r «AB + 2r «BC + 2r +/AC —r«AB + BC + AC —Pr.
2 2 2 2
Az 1.7 tételt altalanositja a kdvetkezo tétel.

1.8. Tétel. A koOr koré irt sokszog terulete egyenlé' afél kerlletének és a beirt kdrvonal

sugaranak szorzataval.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a tételt (1.21 abra).

Megjegyezzik, hogy az 1.8 tétel lehetoséget biztosit a sokszégbe irt kdrvonal sugaranak

1.21. 4bra. [1, 38]

meghatarozasara
S

f ——

p
1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy a paralelogramma teriiletét meg lehet hatarozni a ko-

vezkezo képlet szerint
S —abmsina

ahol, a és b a paralelogramma szomszédos oldalainak a hossza, a a koztiik 1évo szog.
Megoldas: Vizsgaljuk meg az ABCD paralelogrammat, melyben AB — a, AD — b,
BADZ — a(i.224bra). Meghuzzuk a BD &tlét. Mivel az ABDA — CBDA, ezért
felirhatjuk:
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2.feladat. A haromszdg oldalai 17 cm, 65 cm és 80 cm. Hatarozzatok meg a haromszdg
legkisebb magassagét, a beirt és a korilirt korok sugarait.
Megoldas: Legyena =17 cm, b= 65cm, ¢ = 80 cm.
. . el ek 17+ 65 + 80
Meghatarozzuk a hdromszég felkeriletét: p = -------- Ao = 81(cm).

A haromszdg teriiletét Héron képletével szamitjuk ki:

5 =vy/p(p- a)(p- b)(p- c)= 81 (81 - 17)(81 - 65)(81 - 80) =
= V81 +64+16 = 98«4 = 288(cm2).

A haromszdg legkisebb magassaga a legkisebb oldalra, melynek hossza c, bocsatott ma-

gassag lesz.
) 1 , 2S5 2288
Mivel S = -Zchc, ezért hg— < g 7.2 ((\:/m).;
. o S 288 32 . ..
Mivel a beirt kor sugarar = —= —= — (cm).
p 81 9
P, abc 176580 17655 5525
A korulirt kor sugara R=—-= = = (cm).
4S 4 «288 418 72

32 5525
Felelet: 7,2 cm, 5 cm ,--%-2--cm.[2, 35-40]

1.5.1. A haromszoget kivulrél érinté kdrvonalak

MeghUzzuk az ABC haromszog ket killso A és C szdgének a szdgfelezoit (1.23 &bra).
Legyen ezen szogfelezok metszéspontja O. Ekkor az O pont egyenlo tdvolsagra lesz az
AB,BC és AC egyenesektol.

Meghdzunk harom merolegest: OM = AB, OK * AC, ON * BC. Erthet6, hogy
OM = OK = ON.Tehat, létezik egy O kozéppontl kérvonal, amely érinti a haromszdg
oldalait, és a masik két oldal meghosszabbitasat. Az ilyen kdrvonalat az AB C haromszo-

get kivulrdl érintO korének nevezzik (1.23 &bra).
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Mivel OM = ON, ezért az O pont az ABC szdg szogfelezbjére illeszkedik.

Barmilyen hdromsz6g harom kivilrol érinti) korvonallal rendelkezik. Az 1.24 abréan ezek-
nek a koroknek a kézéppontjait Oa, Ob és Oc jelolték. Ezeknek a kérvonalaknak a suga-
rait pedig ra, n és rc-vel.

A korh6z egy pontb6l hazott érintok tulajdonsaga alapjan kapjuk, hogy CK = CN,

AK = AM (1.23 abra). Ekkor AC = CN + AM . Tehat, az ABC haromszdg kerilete
egyenloaBM + CN 06sszeggel. DeaBM = BN.EkkoraBM = BN =p, aholap -
az ABC haromszog félkerulete.

Innen a kdvetkezot kapjuk:
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1 1 1
SABC = SOAB+SOCB_ SOAO = 50MAB+§ONBC— iOKAC:

atbtc—20 2p—2b

5 b S e (p— b).

1
:§rb(c+a—b):rb-

Innen r, — Uﬂm“&%ﬂABChﬁmmﬂgwmbw
p_
S S
Hasonl6an be lehet bizonyitani, hogy r, = ,Te — —.[2, 44-45]
p—a p—c
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2. fejezet

A haromszog teriiletének
meghatarozasa az alltalanos iskolak
9-edik és a kozépiskolak 10-edik

osztalyaban

2.1. A feladatlap ismertetése
Elsé rész

Az 1 — 8 feladatokban karikdzd be a helyes vdlaszokat.

1. Mennyi az A BC haromszog teriilete, ha AB = 3c¢m, BC' = 6 cm, B/ = 120°7[?]
A) #cm% B) 9v/3cm?; C) %ch; D) 9cm?.

2.Az egyenl§ oldald haromszog koré irt korvonal sugara 4 cm. Szamitsd ki a hdromszog
teriiletét ![4]

A) 12cm?; B) 12v/3cm?; C) 6+/3cm?; D) 16v/3cm?.
3.Hatdrozd meg annak a hairomszognek a teriiletét, melynek a keriilete 24 cm, €s a bele irt
kor sugara 4 cm-rel egyemld ![9]

A) 96cm?; B) 24cm?; C) 32cm?; D) 48cm?.

4.Hatarozd meg a haromszog teriiletét, ha az oldalai 13 dm, 14 dm és 15 dm![9]

A) 42dm?, B) 126+/58dm?; C) 84dm?; D) 63v/58dm?.
5.Az egyenld szart hdromszogben az alap 12 cm, a széar pedig 10 cm. Hatdrozd meg a

haromszog teriiletét ![10]
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A) 96ecm?; B) 48cm?; C) 60cm?; D) 120cm?.

6.A derékszogli héromszog egyik befogdja 4 dm, atfogdja 5 dm.Hatdrozd meg a harom-
sz0g teriiletét ![4]

A) 6cm?; B) 12cm?; C) 600cm?; D) 60cm?.

7. Az egyenld szari hdromszog szdra 8 cm, az alapjandl fekvs szoge 30°. Szamitsd ki a
haromszog teriiletét ![9]

A) 16em?, B) 32v/3cm?; C) 32cm?; D) 16y/3cm?.

8. Hatdrozd meg annak a haromszognek a teriiletét, melynek keriilete 40 cm, €s a bele irt
kor sugara 3 cm-rel egyenld ![11]

A) 120ecm?; B) 30cm?; C) 240cm?; D) 60cm?.

Masodik rész

Az 9 — 11 feladatokban ird le a feleletet.
9. A derékszogl haromszog atfogdjahoz magassaga az atfogdt harmadolja. A hdromszog
legkisebb oldala 4 cm. Mekkora a haromszog teriilete ?[11]

Felelet:

10. Egy paralelogrammat az atléival négy haromszogre bontottunk. A paralelogramma
egyik oldala 12 cm, a hozz4 tartoz6 magassaga 16 cm. Mekkora a haromszogek teriile-
te 7[4]

Felelet:

11. Egy hdromszog cstcsai A, B, C. Az AB oldal F felez&pontjat kossiik ossze a BC
oldal B-hez kozelebbi N negyedeld pontjaval. Hanyadrésze az F'B N haromszog teriilete
az ABC haromszog teriiletének ?[10]

Felelet:

Harmadik rész

Az 12-es feladatmak ird le a teljes megolddsdt.

12. A haromszog oldalai 3 cm €s 5 cm, a kozottik 16v6 szog 120°. Hatarozd meg az ehhez

a haromszoghoz hasonlé haromszog teriiletét, ha annak keriilete 30 cm! [5]
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2.1.1. A feladatlap szakmai tartalma

A feladatlap 0sszesen 12 feladatot tartalmaz amelyek mindegyikében valamely hdrom-
szognek a teriiletét kell meghatarozni vagy az alapjan a feladatot megoldani. Ez a 12
feladat 3 részre tagolddik, csak ugy mint a 9-dik osztily végén levo kotelezd matematika
vizsga (4llami atesztacio).

Az elsé rész 8 darab tesztes feladatot tartalmaz, amelyeknek a megoldasahoz tobbnyi-
re elegendd tudni €s alkalmazni a gyakorlatban a haromszog teriiletének meghatarozasara
szolgalo képleteket. A feladatsornak a 40 szdzalékat teszi ki, feladatonként 5 pont kapha-
t6 a j6 megoldasért. Részpontszamok nem irhatdk jova, nincs tébb helyes megoldas, rosz
véalasz esetén esetleg kihagyott vagy meg nem oldott feladatként O pont jar.

A masodik rész 3 darab feladatot tartalmaz, amelyek tartalmilag osszetettebbek, tobb
részre tagolhatdak, elmélyiilt gondolkoddst €s képzelGerdt, gyakorlatiassagot igényelnek.
Ahhoz, hogy megoldjdk ezeket részletesebb tuddssal kell rendelkezni a haromszogek ré-
szeit illetéen. Tovabba birtokolniuk kell - a szinusz tétel, koszinusz tétel és a trigonomet-
ria alpazonossag - ezek elméleti tudasat €s gyakorlati alkalmazdsat a feladatok részeinek a
megolddsdhoz. A feladatsornak tovabbi 39 szdzalékat teszi ki feladatonként 13 pont kap-
hat6 a helyesen leirt feleletek utan. Részpontszamok nem irhaték jova, nincs tobb helyes
megoldas, rosz vdlasz esetén esetleg kihagyott vagy meg nem oldott feladatként O pont
jar.

A harmadik rész 1 darab feladatbdl 4ll, aminek a teljes megoldasét kell leirni. Ez egy
Osszetett feladat aminek tobb 1€pésbdl all a megoldasa. A feladatsornak a 21 szazalékat
teszi ki. A feladat kiértékelésekor nem csak a teljes megoldds vagy helyes végeredmény
utan kaphat6 pont, a megoldds egyes szakaszai utdn is jar pontszdm. Természetesen ma-
ximdlis pontszdm csak a feladat helyes megolddsa utdn kaphaté.

A maximadlisan megszerezhetd pontszam 100 Az engedélyezett segédeszkozok koziil
a szamologép nem haszndlhatd, és tobbnyire nincs ra sziikség a feladatok megolddsa so-
ran.Némelyik szamol6gép "szdveges adatok tdrolasdra és megjelenitésére is alkalmas".
Tovabbi probléma, hogy az egyre nagyobb tuddsu szamologépek elterjedése esélyegyen-
16tlenséget is teremt a didkok kozott. A szamoldgépek egyre tobb feladatot maguk is
meg tudnak oldani. A fiiggvénytiblazat enged€lyezett is sokat forgatjdk a didkok a fel-
adatlapok megolddsa sordn, foleg azok, akiknek a targyi tuddsa hidnyosabb. Szamolasi
feladatként nem keriilt kitlizésre olyan feladat, mely a fiiggvénytdblazatban taldlhat6 kép-

lettel megoldhat6 Korzdre, vonalzora és szogmérore a feladatok megoldasédhoz ténylege-
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sen nincs szitkség, ezek legfeljebb akkor jelenthetnek segitséget, ha a didkok minél szebb
¢s pontosabb dbrik elkészitésére torekszenek. A szerkesztési feladatok megolddsa teljes

mértékben kimaradt vizsgakovetelmények koziil.
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2.2. A feladatok megoldasai

1. A hidromszog teriiletét a két oldaldnak és a kzbezart szog szinusza szorzatinak a felé-

vel egyenld képlettel szamithatjuk ki.

1
Felirjuk a képletet: S = 3 AB - BC - sinf3 és behelyettesitjiik a megfelel értékeket,

1 3
s—Liggsmize 9. V2
2 2
9v'3
Felelet: S — T\[ cm?.
2. Az adott feladatban a koriil irt korvonal sugara altal meghatarozott képletet alkal-

mazzuk :

abe ” . PP . .
S = 1R viszont ez nem elegendd a teriilet kiszdmitdsdhoz, mivel nem tudjuk, hogy
mennyi a hiromszog oldala.A haromszog oldaldnak a kiszdmit4sara felirjuk a koriilirt

1
korvonal sugardnak a képletét, R = g\/ga (fontos megjegyezni, hogy ezt a képletet csak

3R
az egyenld oldald haromszogeknél alkalmazhatjuk), ebbdl a = —

\/ga
L3 1B e s WEAEAVE e e
V3 3 4.4

Felelet:S = 12v/3 cm?.

3. A feladat megolddsahoz elegendd behelyettesiteniink a haromszogbe irt korvonal

sugara altal meghatarozott képletbe.
P
S:r-gvagyS:p-r,S:4-12:48

Felelet:S — 48 cm?.

4. Hérén képletét ismerve

S = /plp—a)(p—0)(p— o),
S = /21 (21— 13)(21 — 14)(21 — 15) = v/21 -8 76 = /7056 — 84

Felelet:S — 84 dm?.
5. Ebben a feladatban Hérén képletével vagy a derékszogii héromszog teriilet képleté-
vel vagy az alap és a magassag szorzatdnak képletével is ki tudjuk szdmitani a hdromszog

teriiletét.

S = ahh V10 — /100 — 36 =v64=28,5S =6 -8 = 48.

Felelet:S — 48 cm?.

6.Kiszamitjuk a masik befogot,
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A kiszamitott értéket dm?-ben kaptuk meg, a kdvetkezd 1épés hogy atalakitsuk azt cm?-be

6dm? — 600cm?. Vagy el6bb végezziik el az atalakitdst és,
1
b= /2500 — 1600 = /900 = 30cm, S = 3 30 - 40 = 600cm?.

Felelet:S — 600 cm?.

7. Esziinkbe kell jusson egy nagyon gyakran alkalmazott tétel: a harminc fokos szog-
gel szembeni befogé az atfogd felével egyenld. Ebbdl a haromszog magassaga 4 cm-rel
egyenld. Majd Pitagorasz tételével kiszamitjuk a masik befogdt ami egyben az alap felé-

vel is egyenld,

% — VA= 16 = VA8, a = 2/38.
Az S = Lah képletbe helyettesitve kapjuk,

1
5:5-2\/@-4:4\/@:16\/3

Felelet:S = 16v/3 cm?.
8. A feladat megoldasdhoz elegendd behelyettesiteniink a haromszogbe irt korvonal

sugara altal meghatarozott képletbe.
P
S:r-EvagyS:p-r,S:SQO:GO

Felelet:S — 60 cm?.

9. A feltételek szerint az 1.25 dbra jeloléseit hasznalva: AT = z, TB = y = 2z, és
AC = b = 4. Mivel ¢ = x + y, ezért ¢ = 3x. A befogd tétel szerint b = ¢ - x, tehat
42 = 3. x-x. Azaz 16 — 3 - 22

4 12
Ebbdl x = —. Mivel ¢ = 3x, ezért c = —. A nevez6t gyoktelenitve:

v v
012;3\/%4-\/3

A hosszabbik a befogé mér Pitagorasz tételével is szdmolhatd. a? = ¢* — b2, azaz: a® =
— (4-/3)% — 4% = 48 — 16 = 32. Tehdt a = 4+/2.

InnenS%-4\/§-48\/§.

Felelet: S = 8v/2 cm?2.

10. A paralelogramma teriiletét konnyedén ki tudjuk szdmolni, az
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S=a-h=12-16 = 192cm?

képlettel. A hdromszogek teriiletét csak abban az esetben tudjuk meghatérozni, ha ismer-
jiik a paralelogramma atléira vonatkozd tulajdonsadgokat. A paralelogramma atlja azt két
egybevagd haromszogre ossza, a paralelogramma két atlgja egyidejilileg négy egyforma
teriiletl haromszogre ossza fel azt.

Tgy a haromszogek teriilete,
S =192 : 4 = 48cm?.

Felelet: S — 48 cm?.
11. Az ABC haromszog teriiletét az

a-b-sing

Si = 5

képlettel hatdrozzuk meg. Az F'BN haromszog teriiletét hasonldan irjuk fel

. Azt hogy hanyadrésze az I'B N haromszog teriilete az A BC' haromszog teriiletének az

S
§2 képlettel hatdrozzuk meg.
1

c—esinf L ‘ a
S S R AT S )
a

=0

S, a-b-smfg 9 "4-b-sing

Q=0
Q
)
[S—
[S—

Felelet: Nyolcada.

12. Koszinusz tétellel kiszdmitjuk a haromszog harmadik oldalat
a? = 0%+ & — 2bc- cosa
a>=5%4+3%2—-2.5cos120°
9 1
a“=25+9—-30- —5
a? = 49
a—=1"17.

Innen a hdromszog keriilete P, = 3+ 745 = 15, és P» = 30 adott. A két hairomszog

keriileteinek ardnya
P 30

Z2="=09
P12
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Ebbdl az kovetkezik, hogy az A, B;C| haromszog oldalai ugy aranylanak az ABC

hidromszdg oldalaihoz mint 1 : 2-hoz.

AlCl - AlBl - BlCl - 2
AC  AB  BC

A101 = 14, AlBl = 10, 3101 = 6.

| 3
§ =5 10-6-5in120° 60-%15\/5.

1
2

Felelet: S = 15v/3 cm?.
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2.3. A vizsgalt minta jellemzdbinek leirasa

2.3.1. Az 6sszes minta eredményeinek %-0s dsszehasonlitasa

A dolgozatot az altalanos iskolak 9-dik osztalyabdl 124 fo irta meg, a kdzépiskolak 10-

dik osztalyabdl 177 fo. Az eredmények atlaganak az dsszevetése a kdvetkezo tablazatban

lathato.
Eletkor Létszam pontszam atlag %-ban
9. osztaly 124 40,46 %
10. osztaly 177 42,14%

A kovetkez6 grafikon szemlélteti a 9. és 10. osztalyban vett mintak eredményeinek
a kapcsolatat. Az 2.1 abra vizszintes tengelyén lathaté 5%-onként névekedo eredmény-
intervallumokhoz hozzarendeltem az ebben az intervallumban teljesitok %-ban kifejezett
aranyat, azaz az 6sszes dolgozatot megiré fo hany %-anak, illetve a 124 fos minta és a

177 fos minta hany %-anak az eredménye esik az adott intervallumba.

2.1. &bra. A megoldéasok szadzalékos eloszlasa
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2.3.2. Feladatonkénti eredmények 0sszehasonlitasa

A kovetkezd tablazat értékei mutatjak a 9-dik, és 10-dik osztdlyban megirt feladatok meg-

feleld részeibdl kapott adatok 6sszehasonlitdsat. Pdros dsszehasonlité adatok.

Feladat Eletkor Létszam | Atlag %-ban
1 feladat 9. osztaly 124 63 %
10. osztaly 177 65 %
2 feladat 9. osztaly 124 56 %
10. osztaly 177 56 %
3 feladat 9. osztaly 124 46 %
10. osztaly 177 47 %
A feladat 9. osztaly 124 58 %
10. osztaly 177 58 %
5 feladat 9. osztaly 124 60%
10. osztaly 177 66 %
6.feladat 9. osztaly 124 24 %
10. osztaly 177 27 %
7 feladat 9. osztaly 124 58 %
10. osztaly 177 58 %
8 feladat 9. osztaly 124 46 %
10. osztaly 177 48 %
9 feladat 9. osztaly 124 16 %
10. osztaly 177 12 %
10.feladat 9. osztaly 124 40 %
10. osztaly 177 42 %
11 feladat 9. osztaly 124 29 %
10. osztaly 177 20 %
12, feladat 9. osztaly 124 9 %
10. osztaly 177 6 %

A tablazatbdl és a mellékelt 2.2 dbrdn jol 1athatd, hogy a didkok hanyad része tudja meg-

oldani az egyes feladatokat. Kdnyedén leolvashaté az dsszesitett adatokbdl, hogy melyik
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feladat okozott nehézséget, milyen terlleteken vannak hidnyossagaik a didkoknak.

Az elso nyolc feladat k6zil meglepo modon a 6. feladattal akadt a didkoknak a legna-
gyobb nehézségiik. Ami val6szinlleg nem a matematikai hianyossagnak tudhat6 be, ha-
nem a figyelmetlenségnek. Ebben az egy feladatban a valaszok nem olyan mértékegység-
gel voltak megadva, mint amivel alapesetben elvégezték a szamitasokat. A megoldashoz
Pitagorasz tételét és a derékszogl haromszog teruletének a képletét kellett alkalmazni,
ami tobb feladat részmegoldésaul is jelen volt a dolgozatban. Ettol a feladattol eltekintve
beléthatd, hogy a dolgozatot megirt didkok kozil nagyobb része tudta a helyes vélaszt,
és csak kisebb része az ahol nem a helyes vélaszt adtak meg vagy nem oldottak meg a

feladatot.

2.2. é4bra. Feladatonkénti eredmények eloszlasa

A 9. feladat elég nagy fejtorést okozott a diakoknak, minddssze a 16%-a tudta a he-
lyes feleletet a 9. osztalyosok kozil, és 12% a 10 osztdlyosok kdrébol. Valdszinileg a
feladat 0sszetetsége okozta a problémat és az hogy joval nagyobb elméleti tudast igényelt
a feladat megoldasa az eddigiekhez képest.

A 10. feladat kdnnyen megoldhat6 volt, egyszer( és atlathatdé problémaét targyalt

A 11. feladat dsszetettebb, de kdnnyebben megoldhaté mint a 9-es.

A 12. feladattal nagyon kevesen probalkoztakmeg, annak ellenére hogy egyértelm
adatok voltak megadva és konyedén fel lehetett volna rajzolni. Mar ezért is jart volna

részpontszam. A feladatban a nehézséget taldn az okozta, hogy egybol koszinusz tétellel
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kellett inditani a megoldast.

2.3.3. A megfelel6 részek eredmenyeinek az dsszehasonlitasa

A kovetkez0 tablazat értékei mutatjdk a 9-dik és 10-dik osztalyban megirt feladatsorok

megfeleld részeibol kapott adatok dsszehasonlitasat.

Feladat Eletkor Létszam  Atlag %-ban
. 9. osztaly 124 50%
l.rész
10. osztaly 177 53 %
. 9. osztaly 124 27 %
Il.rész
10. osztaly 177 25 %
A 0
111 1657 9. osztaly 124 7%
10. osztaly 177 6%

Az adatok szamomra a vérttal teljesen megegyezo eredményt mutatnak. Az 6ssze-

hasonlitast csak strukturalis alapon lehetett elvégezni. A 9-edik, illetve a 10-edik oszta-

2.3. abra. A megfelelo részek 6sszehasonlitasa

lyos didkok szerkezeti dsszetételébol kovetkezik, hogy gyakorlatilag 0 a valdszinusége
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a kozép- ¢s az alltalanos iskolds eredmények atlagaira vonatkozé elvi egyezésnek. Az
eltérések viselkedésének részletezését mutatja a fentebb mellékelt tiblazat és a 2.3 4bra.
Az eltérések adatai alatdmasztjdk, hogy a 9-edik osztalyban vizsgdzok felkésziiltebbek
a részletesebb illetve dsszetettebb megoldast igényld feladatokra €s felkészitd tanaraik jol
ismerik a vizsga részeinek nehézségeit, kapcsolatat €s eltérését. A 10-edik osztalyban ta-
nuldk osszetétele jol 1dthatdan alacsonyabb tendenciit mutat a nagyobb nehézségli vagy
részletesebb megoldast igényld feladatokndl. Mindezek alapjan természetes, hogy az el-
térések a masodik €s harmadik részt illetGen negativ adatok a 10-dik osztily irdnydban,

az els6 résznél kisebb, a masodik résznél nagyobb abszolit értékben.

2.3.4. A minta teriileti eloszlasa

Felmérésemet két korben végeztem el, két korcsoporttal. Az elsét 2018 majusaban az
altalanos iskoldk 9. osztilyos didkjaival és a masodikat 2018 szeptemberi és oktéberi
hénapokban a kozépiskoldk 10. osztalyaban.

Az els6 korben 6sszesen 124 kilencedik osztilyos tanulé irta meg az altalam 6sszedl-
litott feladatsort. A Gyulai Altaldnos Iskolabél 10 didk, a Feketearddi Kozépiskoldbdl 17
didk, a Nevetlenfalui K6zépiskoldbdl 14 didk, az Aklihegyi Oktatdsi Nevelési Kézpontbdl
7 didk, a Nagyszo616si 3. szamu Perényi Zsigmond Kozépiskolabdl 25 didk, a Karacsfalvi
Sztojka Sdndor Gordgkatdlikus Liceumbdl 24 didk, a Tiszakereszturi Oktatdsi Nevelési
Kozpontbdl 9 didk, a Nagyberegi Kozépiskolabdl 18 didk.

A masodik korben 6sszesen 177 tizedik osztdlyos tanuld irta meg ugyan azt a fel-
adatsort. A Nevetlenfalui Koézépiskoldbdl 22 didk, a Péterfalvi Reformétus Liceumbdl
30, az Ujlaki Kozépiskoldbdl 24 didk, a Nagyszolosi 3. szamu Perényi Zsigmond Ko-
z¢&piskoldbdl 23 didk, a Kardcsfalvi Sztojka Sandor Gordgkatdlikus Liceumbdl 27 didk,
a Tiszakereszturi Oktatdsi Nevelési Kozpontbdl 6 didk, a Nagyberegi Kozépiskolabdl 19
didk, a Péterfalvi Kozépiskolabdl 18 didk, a Verboei Kozépiskolabdl 8 didk.
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Osszefoglalas

Diplomamunkdmban megvizsgdltam az altaldnos iskoldk 9. osztdlyos, és a kozépisko-
lak 10. osztélyos didkjainak targyi tuddsat a haromszogek teriiletének kiszdmitdsaban. A
felmérésben az dltalam 6sszedllitott feladatsort hasznaltam fel. Diplomamunkdmat a hé-
romszogek megoldédsa és teriiletének a meghatarozdsa témakorbdl dllitottam Sssze.

Karpatalja 4ltalanos és kozépiskoldi a néhany elmult év alatt jelentSs fejlédésre tettek
szert az informatika szaktantermek tekintetében, annak koszdnhetGen pedig, hogy nove-
kedett az informatika eszkoztar a tanulék szamadra is jelentSsen egyszerlisodott az internet
elérés. Ez a kedvezd feltétel nytjtotta a lehetdséget, hogy online feliileten is megvaldsit-
hat6 legyen egy-egy személyes véleményre, vagy jelen esetben tudésra irdnyuld felmérés.
Az é&ltalam elvégzett munka kivitelezésében is nagy segitségre volt a Google trlap nydj-
totta lehet6ség, hiszen a tanuldk egy szdmukra megfelelé id6pontban, az altaluk ismert
tanar jelenlétében tolthették ki az dltalam 6sszedllitott feladatsort. Ahhoz, hogy az ered-
mények megfelelen tiikrozzEek a kilencedik osztilyos tanuldk valds tuddsdnak szintjét,
a feladatsor 6sszedllitdsdndl fontos szempont volt szdmomra, hogy kiilénb6zd nehézségi
szintli megvalaszolando kérdések keriiljenek bele.

A kapott eredmények alapjan elmondhatjuk, hogy az altalanos iskolai tanuldk (9. osz-
taly) altal adott vdlaszok, a teljes feladatsorra nézve részletes €s kidolgozott. Eredménye-
iken titkrozddik, hogy egyes iskoldk tanul6i koziil néhdnynak kevésbé sikeriilt megfelel6
pontossdggal megadnia vélaszait. Azonban az elvart szempontnak mindez megfelel, hi-
szen a matematikai feladatok megolddsa nem azonos az osztalyokra vonatkoztatva. Azt
viszont fontos megemliteni, hogy a 9. osztdlyos didksdg némi figyelmetlenséget mutat a
kapott valaszok elsd, tesztalaptian felépiild kérdéseiben. Ezt a kisebb foku figyelmetlen-
séget valoszintileg az izgatottsagbdl adéddan kovették el.

A 10. osztélyos tanulok valaszainak korében kevésbé preciz kidolgozasok voltak meg-
figyelhetdek. Mindez a szoveges feladatok megoldasara volt jellemzd, a tesztfeladatok

terén némileg jobb eredményt €rtek el. Ez azzal magyarazhatd, hogy a 9. osztéllyal ellen-
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tétben mar rutinosan adtak védlaszt, nem volt benniik izgatott érzés, az esetleges helytelen
valasz miatt.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a kozépiskolai tanulmanyaikat még csak megkez-
d6 10. osztélyos tanuldk megolddsaiban tobb helytelen felelet taldlhatd, mint az dltaldnos

iskola végz0s, 9. osztalyos tanuldi altal megadott valaszok kozott.
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Pe3ome

Y ™oiii nuruioMHId poOOTI s BUBYMB MaTepiajibHI 3HAHHS Y4YHIB JAEB'ITUX KJACiB
3araJbHOOCBITHIX LIKLJI Ta YYHIB AECATHX KJIACIB CEPEIHIOCBITHIX LIKIJ MIPU PO3PAXYHKY
IUTOIII TPUKYTHHUKIB. B onmuTyBaHHI s1 BUKOPUCTAB HaOlp CKIIaIEHUX MHOIO 3aBlaHb.
Most muriomua podoTa Oyia ckiiaieHa 3 TEMH BUPIIIEHHS TPUKYTHHKIB 1 BU3HAUEHHS iX
oOmnacri.

Ha 3akapmnaTTi 32 OCTaHHI KiJIbKa POKIB 3arajibHi Ta CEpeAHi HIKOJU JOCSTIIA 3HAYHOTO
nporpecy y Bigaimax IT-cmemanpHOCTI, 3aBAsSKH 301IBIIEHOMY 1HCTPYMEHTApitO
iHpopMaIIHHUX TEXHOJOTIH AOCTyn 100 IHTEepHETY I CTYOEHTIB TaKOX 3HAYHO
cnpoctuBcs. lle crpusiTivBa yMoOBa Jaja MOXJIMBICTb TPOBECTH I1HIWBIIyaJIbHE
OTIMTYBaHHs 0COOMCTOI TyMKH, a00 B JAHOMY BUIAIKy, OOCTEKEHHS 3HAHb HA OHJIAH-
miardopmi. Mosknmuocti, HamaHi Popmoro Google Oyiu BEIHKOK TOTIOMOIOK Y
BUKOHaHHI MO€i poOOTH, OCKUIBKH YUHI MOTJIH 3aTIOBHUTH HaOlp BIpaB, sIKi 5 MIATOTYBaB
IUISl HUX Y BIATIOBIAHUIN Yac, y MPUCYTHOCTI BUUTEIIS, SIKOTO BOHH 3HaIH. J{J1s1 TOTO, 11100
pe3yJbTaTH aAeKBaTHO BimOOpa3swiIM piBeHb CHIPaBXKHIX 3HAHb YYHIB JAEB'ATOrO KJiacy,
IUTSE MEHE OYJIO BaXKJIMBUM aCIIEKTOM CKJIACTU MUTAHHS, HA STKi HEOOXITHO BIATIOBICTH HA
PI3HHUX PIBHSAX CKJIAJHOCTI.

Buxopsiun 3 oTpUMaHHUX pe3yJbTaTiB, MOXKHA CKA3aTH, IO BIAMOBIMI, HAAaHI YUYHIMH
3arajbHMX KNaciB (NeB'sITHi K1ac), NeTasli3oBaHi Ta po3poOIeHi s LiNOro 3aBAaHHs. Ix
pe3yJbTaTH MOKAa3yI0Th, IO AESKI 3 YUHIB NESKUX LIKIJT HE MOTJIM JaTH CBOI BIAMOBIAL 3
NPaBUIIBHOIO TOYHICTIO. AJie BCE 1€ BIIMOBINAE OUIKYBAHIUM KPUTEPISIM, TaK SIK PILICHHS
MaTeMaTUYHUX 3aBJIaHb HE € OHAKOBUM JUIs Kiacis. [IpoTe, BaXIIMBO 3a3HAYUTH, IO B
OTPUMAHUX BIANOBIAEH TNEPIINX TECT-OPIEHTOBAHUX IUTAHHAX JEB'ITOTO KJAcy
CIIOCTEPITaEThCs AesKa HEYBaXHICTb. Llefi MEHIINH CTyIiHb HEYBaXKHOCTI, WMOBIPHO,
NOB'SI3aHUN 3 XBHJTFOBAHHSIM.

Menm TouHi crnenudikanii Oynu 3HalAEH! y BIAMOBIAAX Y4YHIB JECSTOrO KJacy.
XapakTepHo OyJo 1e Al BUPILIEHHSI TEKCTOBHUX 3aBIaHb, ajie JOCATJIA TPOXH KPAIIOTO
pe3yabTaTy B 00JacTi TECTOBHX 3aBAaHb. lle MOkHa MOSICHUTH THM (DAaKTOM, IO, Ha
BIAMIHY BiJl JIEB'ATOTO KJACy, BOHH PETYJSIPHO BIAMOBiaimHM, He OyJaM CXBHJIbOBAaHI

MOSKJIUBUM HEMPABIJILHUM BIIMTOBII.



[TincymMOByrOYH, MOXKHA CKAa3aTH, IO ICHY€E O1JIbIIIe HETOYHOCTEH Y BIAMOBIASAX VUHIB
TEeCATOTO KJIACY, sIKl TTBKH TIOYAJIH CBOKO CEPENHIO OCBITY, HIK y BIANOBIAAX yUHIB
IEB'ATOTO KJIACy 3arajibHOi IIKOJIH, SIKi € BUITyCKHUKAMH.



Nyilatkozat

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon korabban nem védtem meg, sajat
munkdm eredménye, €és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkozok stb.)
hasznaltam fel.

Tudomaésul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Féiskola konyvtaraban a kolesondzhetd konyvek kozott helyezik el.



