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Bevezetés

Amikor meg gyeljik a természeti jelenségeket és folyamatokat kénnyen észrevehetjik, hogy
az egyik mennyiség valtozasa maga utan vonja a masik valtozasat, tehat mondhatjuk azt, hogy
vannak mennyiségi 6sszefliggések kdzottik. A mennyiségek kdzotti dsszefliggés a matemati-
kaban egy fontos fogalom. igy nem hiaba a Fiiggvények az egyik legfontosabb téma az algebra
oktatasaban.

A szakdolgozat téméjaként A fuggvény gra konjanak transzformacioi témat valasztottam.

A fuggvény megadasanak tobbféle médja ismert: analitikus, tablazat formajaban, utasitassal,
gra kusan. Néha a gra kus médszer az egyetlen, amivel megadhatjuk. Széles kéru felhasznéa-
lasa van nem csak a matematikaban, hanem mas kuléribdemanyagokban is. Ezért ezt a
témat célszeru megvizsgalni.

A munka célja: roviden dsszefoglalni a figgvenyahkrald ismeretek tanitasat a kozépisko-
lakban; elemezni a oktatasi tantervet; felmeérni a Figgvénytranszformaciok témajanak oktatasat
a Beregszaszi jaras kozépiskolaiban és a téma elsajatitasat a tanuldk altal.

Israel Gelfand a kovetkeképpen fogalmazott a fliggvények gra konjanak abrazolasarél:

"A flggvény abrazoldsanak a folyamata a képletek és utasitasok mértani rajza alakitdsanak
egyik modja. Ez az abrazolas lebséget ad arra, hogy meg gyeljuk a képleteket és a figgve-
nyeket, valamint azt is, hogyan véaltoznak meg a fliggvények. Példaul, ha le van=rue,

akkor egy parabolat képzelnek el; fla= x> 4, akkor latnak egy parabolat, amely 4 egy-
séggel lejjebb van; ha pedig= 4  x?, akkor az ebzo parabolat latja, mely lefelé mutat. Ez

a matematika tanulmanyozaséara, hanem mas tantargyak szamara is fontos. Ez olyan készség,

amely egy életen at Onnel marad, akarcsak a kerékparozas, gépelés vagy autdvezetés."



1. fejezet

A figgvények tanitasa az iskolaban

1.1. Fuggvények az altalanos iskolaban

A fuggvényekol valé ismeretek tanitasat az altalanos oktatasi rendszeru tanintézetek 5-9. osz-
talyosok szamara az Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma altal készilt matematika
tantervben talalhatjuk. A kovetkezoldalokon a [15] tantervben leirt ismereteket foglaljuk
0ssze.

A tanterv szerint 7. osztalyban vezetjik be a matematika egyik alapfogalmat — a figgvény
fogalmat. Még ebben az osztalyban tanitjuk a lineéris fliggvényt és annak gra konjat. Ezeket az
ismereteket felhasznaljuk ahhoz, hogy abrazoljuk az egyvaltozds linearis figgvény és a kétval-
tozos linearis egyenletrendszer gra kus megoldasat. A tébbi fliggvényabkegmakorokbe
vannak beleolvadva. 8. osztalyban a Racionalis kifejezések és a Négyzetgyok témakorben a
tanulék megismerkednek gz= § azy = x?ésazy = P x fuggvényekkel és azok tulajdon-
sagaival. 9. osztalyban a masodfoku figgvényt tanulmanyozzak. Tulajdonsagaik megismerése
elsosorban a masodfoku egyetilenségek megoldasa soran valnak hasznossa.

Ezaltal a figgvényelki valé ismeretek az egész algebrai kurzust athaladjak. A figgvények
tulajdonsagait altalaban gra konjuk altal hatarozzuk meg, azaz vizudlis abrazolas alapjan, és
csak néhany tulajdonsagot adunk meg analitikusan. Amint a tanulok elsajatitjak az elméleti
anyagot, a tulajdonsagok szadma fokozatosan névekszik. A figgvények tanuldsa soran kiemel-
kedo helyet kap a flggvények gra konjanak megszerkesztése és elemzése, a fliggvények altal
leirt folyamatok elemzése, a figgvények, mint valés folyamat matematikai modelljének megér-
tése.

A fuggvények tanitdsanak tobbféle médja ismert a kozoktatasban. Van olyan elképze-

lés, hogy specialis alapfuggvényekkel, sorozatokkal vezetik be a fliggvényeket, (példaul egye-



nes aranyossag, forditott aranyossag, abszolutérték stb.), konkrét mintapéldakon szemléltetve
a flggvények lényeges jegyeit, majd &bb altalanositjak ezeket a tulajdonsagokat, aminek
alapjan létrejon a fliggvények fogalmanak szintézise. Tehat mar flugaldmmazélnek akkor,
amikor még nem értelmezték pontosan a fuggvényt. Egyébként ez az Ut is jarhato, hiszen a
tanulokhoz kozelalld, korabbi ismereteiket meg nem haladd, konkrét példakon keresztil jut-
tatjuk el az ismereteket hozzajuk. A masik ut a fliggvények fogalomrendszerének felépitése a
rendezett elempéarok halmazéatdél a fuggvények, sorozatok tulajdonsdgainak bemutatasaig. Az
el felépitési médban a részismeretek 6sszessét@lndik 6ssze a fogalomrendszer, a masik
esetben az eredetet, a felépitésmaodot, az egymasraépitettséget hangsulyozzuk. [2]

Az Ukrajnai oktatasi program strukturaja:

A program tablazat formaban van kidolgozva, mely két rékall: a tanuldk tanulasi és
kognitiv tevékenységének varhaté eredményleds a tananyag tartalmabdl. Az Oktatasi Mi-
nisztérium szabad kezet ad a tanaroknak a feladatok kivalasztasaban, melyek oedgfeta-
nek az adott osztalynak és tanuldknak. A tananyag tartalma a témak szerint van felosztva,
melyek tanitasara meg van hatarozva a minimalis 6raszam, viszont minden tantargybdl a tanar
rendelkezésére all néhany fennmarado 6ra, melyet szabadon felhasznalhat valamely témakarre.
[15]

Nézziuk részletesebben meg, hogyan vazolja fel a tanterv a fliggvények tanitasat az altalanos

iskolaban. Vizsgaljuk meg, hogy mit tanitunk kilénbdxsztalyokban a figgvényekr

1.1.1. Fuggvények a 7. osztalyban

7.osztalyban vezesstik be a figgvény fogalmat. Az 1.1. tdblazat magéaba foglalja, milyen ered-
mények varhatdk a tanuloktdl és milyen témékat tartalmaz a tananyag 7. osztalyban. A tanterv
szerint a Fuggvények témakorre itt 10 éra all rendelkezésre. Ezen a 10 6ran belll a tanulok
tanulmanyozzak a mennyiségek kozotti 6sszefiiggeseket, megismerkednek a fliggvények fogal-
maval, megadasi modjaival, gra konjaval.

Roviden 6sszefoglalva a [8] tankdnyv alapjan, az alabbi ismeretekkel gazdagodnak a 7.-es
diakok:

1.1. de nicié. Fuggvénynek nevezziik azt a megfeleltetést, amikor a fliggetlen valtozo tetszole-

ges ertékének a fuggvény egyetlen érteke felel meg.

1.2. de nici6. Az argumentum &ltal felvett értékek alkotjak a fliggvény értelmezési tartomanyat.

A fuggveény altal felveheto értékeket ertékkészletnek nevezzik.



A tanulok tanulasi és kognitiv A tananyag tartalma
tevékenységének varhatd eredmenyei

Ltéma FUGGVENYEK (/0 ora)

A tanulé: Mennyiségek kizatti dzszefliggésels mint
o o ] valos folyamatok maternatik-ai modellje.

példakothoz fel: mennyiségek kézdtti
dzszefiiggésekre, linedrns fliggvényelae

meg tudja magyarazni miazazargumenhen; | Figgvenyek A fiiggveny értelmezési

a fiiggwény; a filggvéry értelmezési tartomanya és értékkészlete A fiigovény
tartomanya; a fiigovény értékkézzlate; a megadasimodjai. A fiiggveny grafikonja.
fiiggveény grafikorma;

megfogalmazza a fiiggvéry; a fiiggvéry
grafikonja; lineans fiiggveény; azegyenes
aranyossag fogalmat;

Lineans fiiggveény, annalk grafilconja és
tulajdornsagai.

megnevezi és példakon kereszhil bemutatja
a fiiggveények megadasimodjait;

leirja a fiiggvény grafikon dbrazelasanalk
lépéseit, ezenbelill alineans és azegyenes
aranyossag fliggvémyeet;

feladatokat old, melyek magaba foglaljalk: a
fiiggweény ertemezési tartormarry anak
meghatarozasat; a fliggveényértek
meghatarozasat adott argumentum soran; a
Iineans fiiggvény grafikomanak abrazolasat; a
fiiggweényértékmeghatarozizat a grafilkon
alapjanadott argumentirn soran és forditva; a
fiiggweény néhary tulajdonsaganak
meghatarozasat a grafikon alapjan (pozitiv és
negativ erteleek);

dsszeallitja és megoldja a kivetkezdket
tartalmazao feladatokat: tapasztalata alapjan
dsszeallitott egyenes aranyossag; valos
folyamatek abrazolazalinedns fiiggvények
grafikonjasegitségével sth

1.1. tAblazat. Fliggvények a 7. osztalyban

A flggvény megadasanak médjai: utasitassal; képlet segitségével; tAblazat formajaban; gra-
kusan.
1.3. de nicid. Azf fliggvény gra konjanak azt a mértani alakzatot nevezzilk, amely azokbol és

csakis azokbol a pontokbdl all, melyek abszcisszaja az f fliggvény argumentumaval, ordinataja

pedig az f figgvény megfelelo értékeivel egyenlo.

1.4. de nicio. Azy = kx+ bképlettel megadhato fliggvényt, akasb— szamokx — fliggetlen

valtozo, linearis fuggvénynek nevezzik. (1.1. abra)



-2

1.1. dbra. Az = kx + bfliggvény gra konja

1.5. de nicié. Azy = kx képlettel megadott linearis fliggvényt, ako8 0, egyenes aranyos-

sagnak nevezzik.

1.1.2. Fuggvények a 8. osztalyban

Az 1.2. tdblazat hasonléan, mint aneekben magaba foglalja, milyen eredmények varhatok a
tanuldktol és milyen témakat tartalmaz a tananyag a fliggvényekre vonatkoz6an a 8. osztalyban.

Ezen a szakaszon a tanulok megismerkednqkraﬁx, azy = x’ésazy = P

x fuggvényekkel,
azok gra konjaval és tulajdonségaival. Az § fuggvényt a Racionalis kifejezések témakoron
belll tanulmanyozzak, ag = x2 és azy = P x figgvényeket pedig a Négyzetgyok. Valds
szamok c. témakorben.

Roéviden 6sszefoglalva a [9] tankdnyv alapjan, az alabbi ismeretekkel gazdagodnak a 8.-0s

diakok:
1.6. de nici6. Azt a fuggvényt, melyet gz= 5 képlettel lehet megadni, ahkl6 0, forditott

aranyossagnak nevezzuk.

Azy = § flggvény tulajdonséagai:
Ertelmezési tartomany: barmely szam, kivéve a 0-t
Ertékkészlet: barmely szam, kivéve a 0-t

Gra kon: hiperbola (1.2. abra)

10



A tanulok tanulasi és kognitiv A tananyag tartalma
tevékenységének varhats eredményei

l.téma RACIONALIS KTFEJEZESEK (14 dra)

A tanuls: Ary = 5 képlettel megadott fiiggvény,

leirpaazy = % fiigevény whjdonsigait annak grafikory a és tulajdonsagai
grafikonjaalapjan

feladatokat old, melyek magaba foglaljak:

az y = ; fiiggvény grafikonjanak dbrazoldsit

2téma NEGYZETGYOE. VALOS SZAMOK (/0 dra)

A tanulé: Az v=x! fiiggvény, annak grafikonjaés
; _ tulajdonsagai

elemzi:az v = x~, v =/ x fiiggvények
tulaj donsagait gra fikonjul: alapjan;

feladatokatold, melvek magaba foglaljal: Az y =[x fiiggvény, annak grafikoma &s
az y = x7, y = 4/ fiiggvények grafikonjanak | tulajdonsigai
abrazolasat

1.2. tablazat. Fliiggvények a 8. osztalyban

Zérushely: nincs

A gra kon tulajdonséaga:ha azA(xo;Yo) pont illeszkedik azy = 5 hiperbolara, akkor a
B( Xo; Vo) pontisilleszkedik erre a hiperbolara.

Az y = x2 fliggvény tulajdonsagai:

Ertelmezési tartomany®.

Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.

Gra konja: parabola. (1.3. abra)

Zérushelyex = 0.

A gra kon tulajdonsaga:ha azA(xo;Yo) pont rajta van a fliggvény gra konjan, akkor a
B( Xo; Yo) pontis illeszkedik erre a parabolara.

Azy = P

x fiiggvény tulajdonsagai:

Ertelmezési tartomanya: a nemnegativ szamok halmaza.
Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.

Gra konja: parabola agai (1.4. abra)

Zérushelyex = 0.

11



, _ k . Z
1.2. abra. Azy = - flggvény gra - 1.3. dbra. Azy = x? fuiggvény gra -

konja konja

P

1.4. dbra. Az = = x figgvény gra konja

1.1.3. Fuggvények a 9. osztalyban

Az 1.3. tablazat, mint az eddigiekben is lathattuk magaba foglalja, milyen eredmények var-
hatok a tanuldktol és milyen témakat tartalmaz a tananyag a flggvényekre vonatkozéan a 9.
osztalyban. A masodfoku fuggvény témakdrén belll a diakokkal megismételjik et

a fuggvényekol vald tanultakat. Megtanuljék, hogyan kell gz= f (x) fuggvény gra konja
segitségével abrazolni gz= kf (x);y = f (x) + b;y= f (x + a) fuggvényeket. Megtanitjuk,
melyik fliggvényt nevezzik masodfokunak, mi a gra konja, milyen tulajdonsagai vannak és
hogyan kell alkalmazni azokat.

A [10] tankdnyv dsszefoglalasa szerint:

12



A tanulok tanulasi és kognitiv A tananyag tartalma
tevékenységének viarhaté eredményei

2. téma MASODFOKU FUGGVENY (20 dra)

A tanulo:

példiakat hoz fel masodfolon fliggvényre; Fiiggvénytulajdonsagok. Zérushely, a
fiiggvény nivekedési &s csbldeenssi
intervallumai, a fllggvény minimuma é&s
maximuma.

meghatarozza a fiiggveny értéket adott
pontban

magyarazza a  figgveénytranszformaciokat:
J)=fra F(x) =f (x+a): F(x) = BF(x). F{x)
— — flx); a masodfolki fiiggvény grafikonjanak | Masodfolm fiiggvény, annak grafikonja és
dbrazoldsi algoritmusat; tulajdonsagai.

Fliggvenytranszformaciok.

jellemzi a fliggvényt grafikonja alapjan Masodfolol egyenlotlenségelk.

) ) Ketismeretlenes egyenletrendszerek
feladatokat old, melyek magiba foglaljalk: a

masodfolnl fiiggveny grafikonjanak A ketismeretlenes egvenletrendszerek mint
abrazolasat; masodfokn egvenlotlensegek alkalmarzoft matematikai modellek
megoldasat; a kétismeretlenes
egvenletrendszerek megoldasat, melyek kizil
legalibb az egyik masodfoldl; a
ketismeretlenes egyenletrendszerek mint
alkalmazott matematikali modellek megoldasat

1.3. tdblazat. Fliggvények a 9. osztalyban

1.7. de nici6. LegyenX a flggetlen valtozo6 értékeinek halma¥aa fliggo valtozo értékeinek
halmaza. A fliggvény olyan egyértelmu hozzarendelés, amely ltmlmaz minden eleméhez

megfelelteti a¥ halmaz egyetlen elemét.

1.8. de nici6. Az argumentum azon értékét, melyre a figgvényérték nulla, a figgvény zérushe-

lyének nevezziik

1.9. de nicid. Azt az intervallumot, amelyen a fliggvényérték elojele nem valtozik, allandé elo-

jelu intervallumnak nevezzuk.

1.10. de nici6. Egy fuggvény névekvo az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz
tartozé nagyobb argumentumértékhez nagyobb fliggvényérték tartozik.
Egy fuggvény csokkeno az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz tartoz6 na-

gyobb argumentumértékhez kisebb fliggvényérték tartozik.
A fuggvénytranszformacidkat a kovetketejezetben részletesen taglaljuk.

1.11. de nici6. Azy = ax?+ bx+ cképlettel megadhaté fliggvényt, aka fiiggetlen valtozo

a; béscbarmely szama 6 0, masodfoku fluggvénynek nevezzik.

13



A masodfoku fliggvény gra konja a parabola, melynek a csucséga/,) koordinataju

pont, ahol
b 4dac K7

Xo = %a Yo = 4a

Azy = ax?+ bx+ cparabola elhelyezkedése a koordinatasikoa@zaD értékekol fligg:

aD diszkriminans ajelébl fliggoen a parabola vagy metszi@x tengelyt O > 0) vagy nem

metszi O < 0) vagy érintiazt D = 0). Ezt az 1.4. tdblazatban lathatjuk.

D=0 D=0 D=0

a>0 T v ]

-

a=10 ¥ ¥

A A
B

1.4. tAblazat. A parabola elhelyezkedése a koordinatasikon

Az adott fiiggvény gra konjat a kdvetkezalgoritmus szerint abrazolhatjuk:

1. meghatarozzuk a parabola csucsanakagzyo) koordinatajat és feltlintetjik a koordina-

tarendszerben;

2. meghatarozzuk a parabola szarainak iranyat éha 0, akkor a parabola szarai felfelé

mutatnak, ha < 0, akkor pedig lefelé);

3. meghatarozunk még néhany olyan pontot, melyek illeszkednek a gra konra, példaul a

parabola és az abszcisszatengely metszéspontjait, vagy a parabola és az ordinatatengely

metszéspontjanak koordinatait; feltiintetjiik ezeket a pontokat a koordinatarendszeren;

4. folytonos vonallal 6sszekdtjik a feltlintetett pontokat.

14



A masodfoku figgveény gra konjat fuggveénytranszformacios Iépésekkel is abrazolhatjuk.
Vizsgaljuk meg, milyen atalakitasokat kell végezniink az x? parabolan, hogy ag-tengellyel

parhuzamos tengelyu parabola altalanos alakjahoy,aax? + bx+ cfliggvényhez jussunk.

1. azx? fliiggvény minden egyes ordinatajanaiszorosat vessziik. igy az= ax? fiigg-

vényhez jutunk.

2. azax?fuggvényt Snmagaval parhuzamosan eltoljuk gengely mentén nagysag és irana

szerint 2 tavolsaggal. igy ay = a(x + 2)? fuggvényhez jutunk.

3. azy = a(x+ 2—2)2 fluggvény minden egyes flggvényértékéhez hozzéad%@ﬁgﬁ értéket.

igy az
y=ax+ b 2 dac k7
2a 4da
fluggvényhez jutunk. Valéban: az azonos atalakitasokat elvégezve
y:aX+£ ‘) e b2:aX2+£)X+i , 2 E:
2a 4a a 4a? da 4da

1 03
:ax2+bx+4—a+c 4—a:ax2+bx+c
az altalanos masodfoku fliggvényhez jutunk. [3]

Példa: Abrazolijukazy =3 2x x?fuiggvényt! [13]
Megoldas:
Az adott fliggvény masodfokl. Atirjuk a kbvetkealakbany = x? 2x + 3. Ebben az

esetbenaa= 1;b= 2;c=3. Ennek a fliggvénynek a gra konja - parabola. Abrazoljuk a
koordinatarendszerben:
1. Meghatarozzuk a parabola csucsanak a koordinatajat:
— 2
= zrp- 1

Yo=y( )= (17 2 ( 1)+3=4

Xo = %
Tehat a parabola csucsd al; 4) koorinataju pont.

2. Mivela < 0O, a parabola agai lefelé mutatnak.

3. Meghatarozzuk a parabola és a koordinatatengelyek metszéspontjait:
azOx tengellyel: x> 2x+3=0 x?+2x 3=0 X;1= 3x,=1.
azOytengellyellx =0 y= 0> 2 0+3=3

Felvesszik ezeket a pontokat a koordinatarendszeren.
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4. folytonos vonallal 6sszekdtjuk a feltlintetett pontokat.

1.5.4bra. Azz =3 2x x?fluggvény gra konja
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2. fejezet

A faggveény gra konjanak

transzformacioja

A figgvények abrazolasaval nagyon sok informaciét tudhatunk meg a fugglésypan ra-
nézve a gra konra. Gyakran a gra kon segit a legjobban és legkénnyebben meghatarozni a
feladat megoldasat. Ezért fontos leegyszerusiteni a figgvények gra konjanak abrazolasat, fel-
hasznalva néhany transzformaciot.

Néha ahhoz, hogy abrazoljunk egy fliggvény gra konjat teljes fliggvényvizsgalatot kell vé-
geznink, melyben meg kell hatarozni az értelmezési tartomanyt, az értékkeszletet, névekvesi
es cstkkenési intervallumokat és stb. De sokszor el lehet kerllIni ezeket a 1épéseket és néhany
transzformaciét alkalmazni, mellyel mar egy ismert fliggvényt alakithatunk at.

Tehat egyes fliggvények gra konjainak ismeretében bizonyos mas fliggvények gra konjait
is kbnnyu elkésziteni. [1]

Fuggvénytranszformaciokkal egy-egy figgvénytipus valamely fuggvéhyathozzéaren-
delési szabaly bizonyos megvaltoztatdsaval ugyanolyan tipusu fliggvényeket allithatulik el

hozzarendelési szabaly megvaltoztatasa kétféle moédon térténhet:
a fuggvényértek megvaltoztatasaval (fliggvényérték-transzformacio)

fO)+ ¢ f(x);c f(x);)f (x)]

a fuggvényvaltoz6 megvaltoztatasaval (fliggvényvaltozo-transzformacio)

f(x+0);f( x);f(c x);f(jx)):

A fluggvénytranszformaciok egy-egy geometriai transzformacioét jelentenek. [5]
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Ezeket a transzformaciokat a 9. osztalyban tanitjuk. A fliggvény gra konjanak transzfor-
macibja elég nehéz lehet, mivel nem felelnek meg az algebra és mértan egyes témakorei a 9.
osztalyban. Ad gyelmet arra forditjuk, hogy a tanuldk ismerjék fel és sajatitsak el a fliggvény
egyenlete és a fuggveény gra konjanak bizonyos tipusu transzformacioja kozoétti kapcsolatot. A
transzformacio tipusa és a fliggvény egyenlete kdzotti 6sszefliggést gy vizsgaljuk, hogy ki-
szamoljuk a fliggvény értékeit bizonyos pontokban, és meg gyeljik a figgvényérték valtozasat
ezekben a pontokban.

Ahhoz, hogy a tanulok kdnnyebben elsajatitsak a tananyagot, célszeru szamitégép segitsé-
gével abrazolni ezeket a transzforméacidkat. Ahhoz, hogy elkezdjuk tanitani az elemi figgvé-
nyek atalakitasat geometriai transzformaciok segitségével érdemexasdelkon megismé-
telni az elemi fliggvények tipusait és tulajdonsagait. A transzformacio lIépéseinek elsajatitasa
mellett parhuzamosan fel kell hivni a tanulok gyelmét a fliiggvény egyenletére, mely megfelel
a transzformacionak. Ezért a tanarnak mind a szdébeli, mind az irasbeli feladatok végrehajta-
sa sordn meg kell kdvetelnie a tanuloktol, hoggsebr elemezzék ennek a figgvénynek az
egyenletét, majd ennek megfaleh valasszak ki a geometriai transzformaciot, mely sziikséges
a flggvény gra konjanak abrazolasara. Ez a megkdzelités egyréssgiti az 6ra anyaganak
gyorsabb elsajatitasat, masrészt segit noepelazokat a hibakat, amelyek gyakranfeldul-
nak.

Vizsgaljuk meg milyen médositasok mennek végbe a fliggvény gra konjan, ha egy kicsit

valtoztatunk a figgvény hozzarendelési szabalyan.

2.1. Ertéktranszformaciok

Megvizsgélunk olyan négy fuggvénytranszforméaciot, amelyeknél az eredeti gra kobyaz
tengely iranyaban fogunk megvaltoztatni, azaz az eredeti fliggveny értékeit fogjuk transzfor-

malni. Ezeket a figgvénytranszformaciokatektranszformacidknak nevezzik. [7]

2.1.1. Azy = f (x) + cfuggvény abrazolasa

Figyeljuk meg két alapfuiggvény alapjan, hogyan valtozik meg a fliggvény gra konja, ha a

fliggvényértékhez hozzaadunk egy szamot. Vegylk példanak a kéwdtkgm/ényeket:
fi(x)= x%  fo(x)= x2 1 fa(x)= x2+2:
a(x) = ixj;  R(X)=jxj L gs(x)= jxj+2:
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Adjuk meg ezeket a figgvényeket tablazati alakban. Ezt a 2.1 és a 2.2 tablazatokban tuntet-

juk fel. Ezutan abrazoljuk a figgvényeket, amit a 2.1. és 2.2. abran lathatunk.

x 3| -2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
x2—-1| 8 3 0 -1 0 3 8
x24+2 | 11 6 3 2 3 6 11

2.1.tablazat. A (x) = x2;f(x) = x2  1;f3(x) = x2 + 2 fuggvények értéktablazata

x 3| -2 | -1 0 1 2 3
|x| 3 2 1 0 1 2 3
Ix|—1] 2 1 0 -1 0 1 2
x| +2| 5 4 3 2 3 4 5

2.2. tdblazat. AZy(X) = jXj; @(X) = jxj 1, 03(x) = jxj + 2 fuggvények értéktablazata

61 y \ Ay /
5

| N
|/ AN
/ ANI7%

1 -3 -2 - 0 1
-3 -2 = 0 1 2 3 4
y=x2-1 -1

2.1. abra. A (x) = x? fuggvénygor- 2.2. dbra. Agy(x) = jxj fuggvénygor-

be eltolasa ay tengely mentén be eltolasa ay tengely mentén

'><

N
©

Mindkét esetben kilénbéZtggveényt vettiink alapul, de eredménynek ugyanazt az eltolast
kaptuk. Arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy ha ismerjik egydktges fliggvény gra kon-

jat, akkor abrazolni tudjuk aote csak egy konstansban kilénbtZ6]
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2.1. de nici6. Azy = f (x) + cfluggveény gra konjat parhuzamos eltolassal kaphatjuk meg az
y = f(x) fuggvény gra konjabdl, azaz ha a gra kont parhuzamosan eltoljukOgztengely

mentérc egységgel. Ha > O-felfelé, hac < O-lefelé. [12]

5 L/
\

2.3. &bra. Az = f (x) fuggvény gra- 2.4. dbra. Azy = f (x) + cfliggvény

konja gra konja

2.1.2. Azy = f(x) fuggvény abrazolasa

Vizsgaljunk meg két alapfliggvény alapjan, hogyan valtozik meg a fliggvény gra konja, ha

negativ ebjellel vessziik. Vegyuk példanak Ujrafagx) = x2 és ag(x) = jxj figgvényeket:
f10)= %% fax)= x5
au(X) = jxj;  @(X)= j Xj:

Adjuk meg ezeket a fuggvényeket tablazati alakban. Ezt a 2.3 tablazatban tuntetjik fel.

Abrazoljuk a figgvényeket a koordinatasikon. (2.5. és 2.6. abrak)

x -3 -2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
—x? -9 -4 -1 0 -1 4 -9
|x| 3 2 1 0 1 2 3
—|x| -3 2 -1 0 -1 2 -3

2.3. tblazat. AZ(x) = x%,fo(x) = X% 0u(X) = jXj;p(X) = j Xxj fuggvények értéktabla-

zata
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2.5. dbra. AA (x) =  x2 fuggvény

gra konja

2.6. abra. Azg(x) =

j xj fuggvény

gra konja

Szemmel lathato a gra konokon, hogy a negatiojellel vett fliggvény gra konja a tukor-

képe az eredetinek &x tengelyre.

2.2. de nicio. Azy =

gra konjabal, ha tikr6zzik a@x tengelyre. [12]

2.7. abra. Azyy = f (x) fuggvény gra-

konja

2.1.3. Azy = ¢ f (x) fuggvény abrazolasa

Nézzik meg, mi torténik a figgvény gra konjaval, ha a figgvény képletét megszorozzuk egy

szammal.

fi(x)= x%  fa(x)=2x%

21

f (x) fuggvény gra konjat ugy kaphatjuk meg gz f (x) figgveny

2.8. abra. Azy = f(x) fuggvény

gra konja

fa(x) = %xz:



. . 1. .
9u(x) = Xii - @) =2 G(X) = SiX:
Adunk értékeket a fuggvényeknek. Ezt a 2.4 és a 2.5 tablazatokban tuntetjik fel. Ezutan

abrazoljuk a figgvényeket (2.9. és 2.10. abrak).

x -2 -2 -1 0 1 2 32
x? 9 4 1 0 1 4 9
2x? 18 8 2 0 2 8 18
1
Exz 45 2 0.5 0 0.5 2 4.5

2.4. tablazat. AZ1(x) = x% f,(x) = 2x?;f5(x) = x? fiiggvények értéktablazata

x 3| -2 | -1 0 1 2 3
|x| 3 2 1 0 1 2 3
2| x| 6 4 2 0 2 4 6

1
Sl [ 15 ] 1 fos o fos | 1| 1s

2.5. tAblazat. An(x) = jxj; G(x) = 2jxj; g(x) = 3jx]j figgvények értéktablazata

f(x)
112 qu){
\

4 3 2 0 1 2 3 4

2.9. dbra. AZ (x) = ¢ x? fuggvény 2.10. abra. Ag(x) = ¢ jxj fuggvény

gra konja gra konja

A fuggvénynek hozzarendelési szabalya csak annyiban valtozott, hogy megszoroztuk egy

pozitiv szammal. A rajzokon jol lathatd, hogy ebben az esetben a gra kon pontjai egylédgg
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ges egyenes mentén mozdulnak el.@ztengelybl mért ebjeles tavolsaguk valtozik pontosan
annyiszorosara, mint amennyivel a fliggvényt szoroztuk. A tengelyerpléntok helyben ma-
radnak. Ha egynél nagyobb szammal szorzunk, akkor a pontok tavolodnak a teh@slyzt

nyujtasnak fogjuk nevezni. Ha egynél kisebb ez a szam, akkor zsugoritasrol beszélink. [6]

2.3. denici6. Azy = ¢ f(x) (c > 1 esetén) figgveny gra konjat megkapjuk, hayaz
f (x) fuggvény gra konjat a2dy tengely mentén megnyujtjuk ¢ 1 esetérk-szorosan) vagy

0sszenyomjuld(< k < 1 esetér[}-szorosan). [12]

|

3

2

1
,TTS
112 f(xy, AN

2.11. abra. Azy = f(x) fuggvény

gra konja 2.12. abra. Az = ¢ f(x) fuggvény

gra konja

JO példanak szolgal az= ax? fliggvény, melynek gra konja a 2.13. abran lathaté kilon-
bozo a értékekre. Ezeknek a fliggvényeknek a gra komjatabolanak nevezzik. Ha > 0,
akkor a parabola szarai felfelé mutatnak.aha 0, akkor pedig lefelé. A 2.6 tablazatban dssze

vannak foglalva ay = ax? fuggvény tulajdonsagai. [10]

2.1.4. Azy = jf (x)j fuggvény abrazolasa

Figyeljuk meg, mi valtozik a fliggvény gra konjan, ha a figgvény hozzarendelési szabalyanak
az abszolut értékét vesziik. Vegylnk alapfiggvényndk(ay= x és azg(x) = x> 2 flgg-
vényeket. Adjunk értékeket az x-nek, ezt a 2.7 és a 2.8 tablazatokban szamoljuk ki. Abrazoljuk

a fuggvényeket a koordinatasikon. (2.14 és 2.15 abrak)
fi(x)=x;  fo(x)= jxj;
Gw(X)=x* 2 g(x)=jx* 2
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A-4-y-=14xZ

y =/0I5x2
y =0.2x? 2
8 -6 4 < 0 4 6 8 10
2
=-0.2 3 =L0\5
y WALS y‘ OR X

= -4 X3

2.13. dbra. Az = ax? fuggvény gra konja

Tulajdonsagok a>=0 a<0
Ertelmezési tartomany (—oo; +eo) (—oo; +oo)
Ertékicészlet [0; 400) (—o0: 0]
Zerushely x =10 x=10

_ y=0a(—o0)és | yv<0a(—ow;0)es
Allando elojelia

(0; +o0) (0; +o0)
Novekvi [0; +c0) (—oo; 0]
Csokkend (—oo: 0] [0; +oo)

2.6. tblazat. Ay = ax? figgvény tulajdonsagai

[
T

x -3 -2 -1 0 1

[
—
=
—
[
Ll

| x| 3

2.7. tAblazat. A% 1(x) = x;f,(x) = jxj fuggvenyek értéktablazata

Az y = jf (x)j fUggvényt ugy kapjuk ay = f (x) flUggvény gra konjabal, hogy a goérbének
azt a részét, amely a&x tengelyen alatt van, azaz ahpl= f (x) negativ értéket vesz fel,
tukrozzik azOx tengelyre. A gbrbének azt a részet, apal f (x) nemnegativ értékeket vesz

fel, valtozatlanul hagyjuk. [7]
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x 3| -2 -1 0 1 2 3

x? 9 4 1 0 1 4 9
x2—-2 | 7 2 -1 -2 -1 2 7
|x2 -2 | 7 2 1 2 1 2 7

2.8.tablazat. An(x) = x? 2, g(x) = jx? 2j fuggvények értéktablazata

I\
x| 3

A 2

I

| 1

I

! =

_:3 2 1 2 3 b

| 1 1 2 3

! y

1oysX

! -2
2.14. abra. AZ (x) = jxj fuggvény 2.15. dbra. Ag(x) = jx? 2j fugg-
gra konja vény gra konja

Az abszolut érték meghatérozasabdl kapjuk a kovetkida):
8
2 (x); haf (x) > 0 (a fuggvény gra konja valtozatlan)

y=if(j=
f(x); haf(x)< 0 (tukrozés ax tengelyre)

2.4. de nici6. Azy = jf (x)j fuggvény gra konjat a kévetkezoképpen kaphatjuk megy az

f (x) fuggvény gra konjanak az a része, amely@x tengely felett (illetve magan a tengelyen)

helyezkedik el, valtozatlanul megmarad Gz tengely alatti részét pedig tikrozzik ugyanerre

a tengelyre. [12]

2.2. Valtozotranszformaciok

Megvizsgalunk olyan négy fuggvénytranszformaciot, amelyeknél az eredeti gra koDkaz

tengely iranyaban fogunk megvaltoztatni, azaz az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyanak
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2.16. abra. Azy = f(x) fuggveny 2.17. &bra. Azy = jf (x)j fuggvény

gra konja gra konja

elemeit fogjuk transzformalni. Ezeket a fliggvénytranszformacio&tbzotranszformaciok-

nak nevezzuik. [7]

2.2.1. Azy = f (x + ¢) fuggvény abrazolasa

Hasonl6an, mint az értéktranszformacioknal, gyeljuk meg két alapfliggvény alapjan, hogyan
valtozik meg a fliggvény gra konja, ha a valtoz6hoz adunk hozza egy szamot. Vegyuk példanak

a kovetkep flggvényeket:
fax)= x%  f,(x)=(x 1% fix)=(x+2)%
() = ixj;  R(X)=jx 1 g(X)= jx+2j

Adunk értékeket a figgvényeknek, amit a 2.9 és a 2.10 tablazatokban dsszesitiink. Abrazol-

juk a fuggvényeket a koordinatasikon. (2.18 és 2.19 abrak)

b
e

x -3 -2 -1 0 1

x? 9 1 0 1 4 9

4
x—12%] 16 | 9 [ 4 [ 1 | o | 1] 4
6 | 3

]
Ll
=}

11

(x+2)2| 11

2.9. tablazat. A (x) = x2;fo(x) = (x  1)%f3(x) = (x + 2) 2 figgvények értéktablazata

A gra konokon lathatjuk, hogy parhuzamos eltolassal kaptuk meg az uj flggvényt az ere-

detibol. A figgvény képletében a valtozd helyére egy 0 valtozét helyettesitetiink. Tehat az
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x EN S 0 1 2 3
|x| 3 2 1 0 1 2 3
lx—1| | 4 3 2 1 0 1 2
lx+2] | 1 0 1 2 3 4 5

2.10. tAblazat. Ay (x) = jxj; (x) = jx  1j; gs(X) = jx + 2] fuggveények értéktablazata

IV}

z—1
] -1

4

-y2
- — = Y =X — —fF = - ==

y = (x +2)? A |z 42
- -
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
2.18. dbra. A (x) = x2 fuggvény- 2.19. dbra. Am(x) = jxj fuggvény-
gorbe eltolasa az tengely mentén gorbe eltolasa az tengely mentén

eredeti figgvény gra konjét el kell toltun&egységgel a®x tengely mentén. Ha > 0, akkor
negativ iranyba kell eltolnunk, ha< 0, akkor pedig pozitiv iranyba. [6]

2.5. de nici6. Azy = f(x + c) fuggveny gra konjat parhuzamos eltolassal kaphatjuk meg
azy = f(x) fuggvény gra konjabol, azaz, ha a gra kont parhuzamosan elto{juk tengely

mentérc egységgel. [12]

2.2.2. Azy = f( x) fuggvény abrazolasa

Vizsgéljunk meg g = P x alapfiiggvény alapjan, hogyan valtozik meg a fliggvény gra konja,

ha a valtozo6t negativ ejellel vesszuk.

fi(x) = pi; fo(x) = P X;

Adjunk értékeket a fliggvenynek, amit a 2.11 tablazatban tuntetjuk fel. A figgvény gra no-

jata 2.22. abran lathatjuk.

Szemmel lathaté a gra konokon, hogy az 0] fliggvény gra konja a tikorképe az eredetinek

azOy tengelyre.
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/—\ _ i V
2 1 \ 1 2 3 4 ;/3 -1 \o\ 1 2 3 / 4 5
;T N \—» ! —
=1 /
-1 hy=(x) N ’
~ z
~oF
-2 -2

y=f(x+c)

2.20. abra. Azy = f(x) fuggvény 2.21. abra. Ay = f (x + c) fuggveny
gra konja gra konja
x -9 -4 -1 0 1 4 9
= | - | - | - o 1] 213
== | 3 | 2 |t [ o | - -1-

2.11. tablazat. Az (x) = P X; fo(x) = P ~ x fuggvények értéktablazata

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

2.22. adbra. Ay = P ~ x figgvény gra konja

2.6. de nici6. Azy = f ( x) fuggvény gra konjat ugy kaphatjuk meg gz f (x) fuggvény
gra konjabal, ha tukrézzik a®@y tengelyre. [12]

2.2.3. Azy = f (c x) fuggveny abrazolasa

Nézzik meg § = P x alapfliggvény alapjan, hogyan valtozik meg a fliggvény gra konja, ha a
fuggveny valtozéjat megszorozzuk egy szammal.
r__

1
X

fl(X)=pY; fz(X)=p§; fa) = 3
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2.23. dbra. Azy = f(x) fuggvény 2.24. abra. Ay = f( x) fuggveny

gra konja gra konja

A flggvény gra nojat a 2.25. abran lathatjuk.

p

2.25. 4bra. Az = ~ ¢ x fuggvény gra konja

Arajzon j6l lathatd, hogy ebben az esetben a gra kon pontjai egy vizszintes egyenes mentén
mozdulnak el.

2.7. de nici6. (c > Oesetén) ay = f (c x) fuggvény gra konjat megkapjuk, ha gz= f (x)
fuggveény gra konjat aZ0x tengely mentén megny(jtju@ € ¢ < 1 esetén%-szeresen) vagy

0sszenyomjulc(> 1 esetérc-szeresen). [12]

2.2.4. Azy = f (jxj) fuggvény abrazolasa

Figyeljuk meg, mi valtozik a fliggvény gra konjan, ha a fliggvény valtozéjanak az abszolat
értékét veszik. Vegylnk alapfliggvénynek 8x) = (x  2)? fuggvényt. Adjunk értékeket az

x-nek, ezt a 2.12 tablazatban szamoljuk ki. A fliggvény gra nojat a 2.28. abran lathatjuk.
fa)=(x 2% fa(x)=(ixj 2%
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2.27. dbra. Az = f(c x) fuggvén
2.26. abra. Azy = f(x) fiiggvény g = f(c x) fuggvény
. gra konja
gra konja

2.12. tablazat. Af(x) = (x 2)%f,(x)=(jxj 2)?fluggvények értéktablazata

2.28. abra. Ay = (jxj 2)? fuggvény gra konja

Az abszolut érték meghatarozasabdl felirhatjuk a kovetiddA3]:
8
2 (x); hax > 0 (afuggvény gra konja valtozatlan)

z f( x); hax< 0 (tukrozés ay tengelyre)

y=f(xj)=
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2.8. de nicio. Azy = f (jxj) fuggvenyt ugy allitjuk elo ag = f (x) figgvény gra konjabadl,
hogyx > 0 helyekhez tartoz6 gérbedarabot tikrozziukgztengelyre, a negatix helyekhez

tartozo részt pedig elhagyjuk. [7]

2.30. dbra. Azy = f (jx]) fuggvé
2.29. abra. Azy = f(x) fuggvény abra. Azy (ixj) fuggveny

ra konja
gra konja g J

2.3. Példak fuggvénytranszformaciokra

Egy fliggvényabrazolas soran lehet, hogy ezeket a transzformacidkat tébbszor kell alkalmaz-
nunk egymas utan. A kdvetkepéldak jol szemléltetik ezt. [4]

1. feladat: Készitsuik el af (x) = x2  4x + 1 fliggvény gra konjat! [4]

Megoldas:

A flggvény ebben az alakban nem teszi lekét hogy raj6jjunk arra, hogy milyen atala-
kitasokat kell elvégezniink. Algebrai tanulmanyaink soarn megismerkedtiinnk a mésodfoku
kifejezés azonos atalakitasaival. Ezek kozul most a teljes négyzetté alakitast fogjuk hasznalni.

Alakitsuk at teljes négyzette:
f(x)= x? 4x+1=x* 4x+4 3=(x 272 3

Ennek abrazolasara a kovetkelgpések segitségével oldhaté meg. fAX) = x2 gorbéjét
ismerjuk. Azf (x) = (x 2)? gorbéje ebbl igy kaphato, hogy a parabolat két egységgel jobbra
toljuk. Eblol viszont a# (x) = (x 2)?> 3gra konja tgy keletkezik, hogy az etoben kapott
gorbét 3 egységgel lefelé toljuk &y tengely mentén.

Az itt leirtakat roviden igy szimbolizaljuk:
x2=) (x 2)%=) (x 2P 3
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Az egyes transzformaciok eredményeit koz6s koordinatarendszerben abrazoljuk (2.31. abra).
Az abrabol lathatjuk, hogy az eredmény egy ugyanolyan parabola, mirfxyz= x? gorbéje,

csak két eltolas segitségével mas helyre kerult.

2.31. &bra. AZ (x) = (x 2)> 3flggvény gra konja

2. feladat: Abrazoljuk azy = 8x  2x2 fliggvényt! [14]
Megoldas:

Ujra teljes négyzetté alakitjuk a fiiggvényiinket. Kiemeljidsabr az? egyutthatojat:
y=8x %= 2(x* 4x)= 2(«* 4x+4 4= 2x 27 4}

Ebbol lathatd, hogy az adott fliggvény gra konjatpz x? gorbéjélol kapjuk meg a kovetker
transzformacidkkal: parhuzamos eltolagaztengely mentén 2 egységgel jobbra, parhuzamos
eltolas az0y tengely mentén 4 egységgel le, 2-szeres nyUjtd3yatengely mentén, tikrozés

azOx tengelyre. (2.32. abra)

x?=) (x 2=) (x 2 4= 2x 2 4= 2x 2P 4L

3. feladat: Abrazoljuk azf (x) = 2 P x+3 2flggvény gra konjat!
Megoldas:
Nézzuk meg, hany transzformacios lepést kell végrehajtanunk, hogy eljussunk ehhez a fligg-

vényhez, ha g x fliggvény gra konjat vesszik alapul:

P P

Ps P X+3=) 2 x+3 2

X=) Xx+3=) 2px+3:) 2
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2.32. abra. Ay = 8x  2x? fiiggvény gra konja

Tehat ebszor eltoljuk 3 egységgel balra &x tengely mentén, majd nyujtjuk kétszeresére,

ezutan tik6zzuk a@y tengelyre, végul parhuzamosan eltoljuk 2 egységgel lefel@yaengely
mentén. (2.33. abra)

MegjegyzésUgyanazt a gra kont fogjuk kapni eredményként, ha mas sorrendben hajtjuk
végre az abrazolast.

2.33. abra. AZ (x) =2 P x+3 2flggvény gra konja

4. feladat: Abrazoljuk azy = =2 fuggvényt! [6]
Megoldas:
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Itt szintén nem tudjuk rogton leolvasni a transzformacios lépéseket. Szikségink van némi

atalakitasra. Jel6ljuk ki az egész részt a tdrtb
3 13 _ 3(x 4 1 _ 3(xx 4 1 3 1 1 ‘3
x 4  x 4  x 4 x 4 x 4 x 4 7

Végeredményben egy olyan tortet kaptunk, ahol a szamlalébdl eltunt az

fgy mér fel tudjuk irni a transzformacio lépéseit:
1 1 1 1
xD 39 x 3 x 3
A hiperbolat ebszor tikrdzzik az Ox tengelyre, majd eltoljuk balra 4 egységgel, véglil pedig

3-al eltoljuk felfelé. (2.34. &bra)

+3:

MegjegyzesEgyszerubb eltolni nem a gra kont, hanem a koordinatatengelyeket. Ahelyett,
hogy a hiperbolat eltoljuk 4 egységgel balra és 3 egységgel felfelé, elegembduzamosan
eltolni azOx és azOy tengelyeket ugyanolyan tavolsagokra. igy kapunk egy Uj (segéd) koor-
dinatarendszert. Ahhoz, hogy ne veszitsiik el az eredeti koordinatarendszert, célszeru az Ujat

szaggatott vonallal megrajzolni és ezutan abrazolni a fliggvény gra konjat. [11]

2.34. dbra. Ay = =22 fiiggvény gra konja

5. feladat: Abrazoljuk azy =j x>  4jxj + 2 j fuiggvényt!
Megoldas:
Alakitsuk at a fiiggvény hozzarendelési szabalyat:

IX Aixp+2=jix? 4ixj+2j=jixi? 4xj+4  2j=j(xi 2* 2j:
Felirjuk a transzformacio lépéseket:
x2=) (x 279 (X 273 (xi 27 29 (xi 2? 2j:
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Eloszor eltoljuk azOx tengely mentén 2 egységgel jobbra, majd ahokaz 0 helyekhez
tartozé gorbedarabot tikrozzik &w tengelyre, ezutan a@y tengely mentén 2 egységgel

lefelé, végll azt a részét, amely @x tengely alatt van, tikrozzik &x tengelyre.

2.35. dbra. Ay =j x> 4jxj + 2 j fuiggvény gra konja
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3. fejezet

Flggvénytranszformaciok oktatasa a

Beregszaszi jaras kdzepiskolaiban

Kutatdsunk soran felmérést végeztink a Beregszaszi jaras kdzépiskolaiban, melynek célja fel-
mérni a Figgvénytranszformaciok témajanak oktatasat a kozépsikolakban és a téma elsajatitaséat
a tanulok altal. Ehhez 5 iskoldban a 9. osztalyos tanulokkal irattunk meg egy detiolgyo-

zatot. A kovetkea iskolak vettek részt ennek lebonyolitasaban: a Beregszaszi Bethlen Gabor
Liceum, a Beregszaszi 4. sz. Kossuth Lajos Liceum, a Natpsiz3.sz. Perényi Zsigmond
Kbzépiskola, a Karacsfalvai Sztojka Sandor Goérogkatolikus Liceum és a Batyui Kozépisko-
la. A dolgozat megiratasa néhany iskolaban helyben tortént, néhanyban pedig elektronikusan

GoogleUrlap formajaban.

3.1. Afeladatlap elemzése

A felméro dolgozat ad. sz. mellékletbetalalhatd. A fliggvénytranszformaciok oktatasara nem
sok 6ra &ll rendelkezésre, igy kevés példa oldhaté meg, és nem mindig tudjuk bemutatni ennek
a szepseget a tanuldknak. Ezért érdemes a matematikai szakkdrokon jobban belemélytlni ebbe
a témaba. Igy célszerubbnek tartottuk a felmdolgozatokban olyan feladatokat kivalasztani,
amilyen tipusut a didkok tanultak a tanorakon.

A feladatlap 6sszesen 7 feladatbdl all, melyek koziul az 1-4. tesztfeladat, az 5-6. ered-
ménybeirés, a 7. pedig a teljes megoldas leirasat igényli. Osszesen 12. pont sae@zhet
tesztfeladatok 1-1 pontot érnek, az eredménybeirds feladatok 2-2 pontot, az utolsé pedig 4.

pontot. Figyeljik meg a feladatokat részletesebben.
1. Melyik &bran lathat6 ay = x 2 flggvény gra konja?
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3.1. dbra. Az 1. feladat valaszlebségei

Ebben a feladatban B) valasz a helyes, hisz a fuggvény hozzarendelési szabélya az
f (x) = f (x)+ cképlettel van megadva, ami azt jelenti, hogy az eredeti fliggvényt el kell
tolni az Oy tengely mentém egységgel. Ez esetbercartéke 2, tehatc < 0, ezért a

fluggvényt lefelé toljuk, ami a B) valasz.

2. Melyik abran lathaté afz(x) = ( x + 3) 2 fliggvény gra konjat?

3.2. bra. A 2. feladat valaszlebségei

A 2. feladat helyes valasza®. Jelen esetben a fiiggvényfaz) = f (x + ¢) egyenlettel
van megadva, amdb arra kovetkeztetlink, hogy a figgvényt@zx tengely mentén kell

eltolnunk3 egységgel balra, hiszapozitiv szam.

3. Melyik képlet adja meg azt a fliggvényt, amelynek a gra konja az abran lathat6?

3.3. abra. A 3. feladathoz sziikséges abra

A) (x 1)2+4 B)(x+1)2 4

C) (x+1)2+4 D)(x 1) 4
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Az abrat meg gyelve lathatjuk, hogy a parabola agai lefelé mutatnak, igy biztos, hogy az
y = ax?+ bx+ ¢ masodfoku figgvény képletében ebben az esetbeneagiitthatdja
negativ. Ezzel mér kizarhatjuk a B) és D) valaszlekégeket. Tovabba két fliggvény-
transzformacio is ment végbe, ami a parhuzamos eltol&3xags Oy tengely mentén.

Az Ox tengelyen: 1 egységgel jobbra, tehat? =) (x 1) Az Oy tengelyen: 4
egységgel felfelé, tehatx? =) (x 1)? =) (x 1)?+4. igy a helyes valasz az

A).

. Azy = P x fliggvény gra konjat parhuzamosan eltoltak 3 egységgel balra és 4 egységgel

fel. Melyik fiiggvény gra konjat kaptak?

A)px+3+4 B)px 3+4

ofx+3 4 DPx 3 4
Ebben a feladatban is két fliggvénytranszformacios |épés sziikséges a megoldashoz. Az
alapfliggvényt 3 egységgel balra toltak, ami azt jelenti, hog@=azengely mentén, és
mivel balra, ezérP X =) P x + 3 kapjuk; felfelé azOy tengely mentén 4 egységgel,

mivel felfelé, ezért a pozitiv irényb%x +3 =) P X +3+4. Ahelyes valasz ad).

. Hatarozd meg ag = x> 8x + 13 parabola csticspontjanak @a; yo) koordinatait! ird

be melyik koordinatanegyedben helyezkedik el ég@az y, értéket!
Megoldas:Ennek a feladatnak két megoldasa is lehet.

Az el az, hogy atalakitsuk a fliggveny hozzarendelési szabalyat:
y=x> 8x+13=x?> 8+16 3=(x 4)? 3

Ebbol mar megmondhatjuk, hogy a parabola csucspontj@@z 3) pont, mivel par-
huzamosan eltoljuk balra 4 egységgel és lefelé 3 egységgel. A csucspont a IV. koordi-
natanegyedben helyezkedik el, mivel akoordinata pozitiv, ay pedig negativ. Az

X0+y0:4 3=1

A mésodik mddszer annyival kilonbo6zik, hogy a parabola csucspontjat a képlet szerint

szamoljuk ki:
= b 8
°7 2a~ 2

Yo= y(4)=4> 8 4+13=16 32+13= 3

=4

Ezzel meghatéroztuk a parabola csucspontjat, ar@i(dz 3) koordinataju pont.
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Felelet: IV. koordinatanegyedben ehlyezkedik el, csucspontjanak koorinatainak 6sszege

pedig 1.

. Hatarozd megagy = x?+5x 3 parabola névekedési intervalluméat! Add meg azt a

legnagyobb egész szamot, amely hozzatartozik ehhez az intervallumhoz!
Megoldas:

Mivel aza < 0, ezért a parabola agai lefelé mutatnak. Tehat a ndvekedési intervallum
(1 ;Xo), ahol azxo a parabola csticsanak a koordinataja. gy elegendghatarozni az

Xo értékét.

b 5

2a 2 (1
Tehat a novekedési intervallugll ;2;5). A legnagyobb egész szam, mely hozzatarto-

Xo = =2 5
zik ehhez az intervallumhoz: 2.
Felelet: 2.
. Add meg az alabbi figgvény hozzarendelési szabfilyaa(x m)? + n alakban, majd
abrazold ay = ax? fiiggvény gra konjanak transzformalasavsl= x?>+6x+5! Olvasd
le a gra konrdl:
melyik intervallumon névekw, és melyik intervallumon cstkkera figgvény;
azon argumentumértékeket, amelyekre a fliggvény pozitiv értéket vesz fel, és azo-
kat, amelyekre negativ értéket vesz fel!
Megoldas:

Végezziink azonos atalakitast a fiiggveny hozzarendelési szabalyan:
y=x>+6x+5= x>+6x+9 4=(x+3)? 4
Ezzel ebdllitottuk a fiiggvényt ag = a(x m)? + n alakban.
A transzformacioé lépései a kovethaek:
x?=) (x+3)%=) (x+3)? 4

Elosz6r parhuzamosan eltoljuk &x tengely mentén 3-al balra, majd pedig 4-el lefelé
az Oy tengely mentén. (3.4. abra)
A gra konrdl leolvassuk fliggvény ndvekedési és csokkenési intervallumait, illetve hol

pozitiv és hol negativ a fliggvény:
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3.4. 4bra. Azy = x? + 6x + 5 fiiggvény gra konja

csOkkeng 1 ; 3]intervallumon;
novekszik & 3;+1 ) intervallumon;
y>0a(l ; 5[ ( 1;+1) intervallumon;

y<Oa( 5; 1)intervallumon.
Ezzel meg van oldva a feladat.

A dolgozat javitdsa soran az 5-7. feladatokban részpontokat is kaptak a tanulok. Az 5.
feladatban maximalis pontszam eléidia a tanulé meghatérozza azt, hogy melyik koordinéat-
anegyedben helyezkedik el a parabola csucspontja és a koorinatainak az 6sszegének az ertéket.
1,5 pont kaphat, ha csak nem szamolja ki a csucspotnjanak a koordinatainak az 6sszegét. 1 pont
pedig akkor, ha vagy csak a koordinatanegyedet irja le vagy azy, értékét. A 6. feladat-
ban 2 pont kaphatd, ha a didk meghatarozza a legnagyobb egész szamot, amely a névekvési
intervallumhoz tartozik. 1,5 pont adhat6é az intervallum meghatarozasara. Az utolsoé feladat-
ban maximalis pontszam kaphato, ha a feladat teljes mértékben meg van oldva. A fliggvény
hozzarendelési szabalydnak atalakitdsa — +1 pont, a gra kon abrazolasa — +1 pontprés/ekv
csokkem intervallum meghatarozasa — +1 pont, azon argumentumeértékek meghatarozasa, ahol

a fuggveény pozitiv vagy negativ — +1 pont, igy jon ki 6sszesen 4 pont.
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3.2. Az eredmények elemzése

Osszesen 106 valaszt sikerlt 6sszegyujteni az 6t iskolan beliil. Adktétama iskola megosz-

las szerint a 3.5. abran lathat6. A legtobb dolgozatot a Beregszaszi Bethlen Gabor Liceumban

sikerllt megiratni.

3.5. abra. A kitdlok szama iskola megoszlas szerint

Az 0sszpontszam eloszlasa a 3.6. abran van feltuntetve. Mint lathatd, a pontok szorasa
nagyban eltér egymastél. Az atlag eredmény 6,35 pont aol2Ar eredmények miositése
lathat6 a diagrammon (3.7.4abra), awlibrra kdvetkeztetlink, hogy a tanulék tobbnyire kézepes

szinten teljesitették a feladatot..

3.6. abra. Az 6sszpontszam eloszlasa
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3.7. dbra. Az eredmények nuigitése

A 3.8. abran fel van tuntetve a tesztfeladatok kitoltésének elemzése. Az 1. feladatban
101 didk adott helyes valasz, ami dsszesen 95,3 % teszi ki. A 2. feladatban mar nagyobb
a megoszlas a valaszok kozott: 83/106 helyes valasz, ami a valaszok 78,3 %. A feladatban
azf (x) = (x + 3)2 figgvénnyel megadott gra kont kellett felismerni a didkoknak, ami azt
jelenti, hogy a gra kon balra tolédik. Viszont a képletben + jel szerepel, ami bezavarhatja a
tanulét, hisz a plusz jelet a "jobb oldallal", a "joval", a "pozitivval" asszocialjuk, ezért gyakran
az agyunk bezavarodhat, igy e matika feladat megoldasaban a tudatalattink jobbra fogja tolni
a gra kont. Ez magyarazhatja azt, hogy tanulok 17% a B) valaszt jelolte. A 3. feladatban a
helyes valaszok szama 90, ami a valaszok 84,9 %. A 4. feladatban 87/106 a helyes valaszok
szama, ami a kitoltések 82,1 %. Ebben a két feladatban is bezavarodhat a tanulé a gra kon jobb

és a balra tolasanal.

c) d)
3.8. abra. A tesztfeladatok kitoltésének eredményei: a) 1. feladat, b) 2. feladat, c) 3. feladat, d)
4. feladat.
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Az 5. feladat eredményei a 3.9. abran lathatéak. A diakok 52,8 % adott helyes véalaszt.
A hidnyos valaszokban a tanulok nem irtak le, melyik koordinatanegyedben helyezkedik el a
csucspont. A hibas valaszokban legtdbbszdr nem a szamitassal volt a probléma, hanem azzal,
hogy a diakok Uresen hagytak a feleletre kijel6lt helyet, tehat nem oldottak meg, ez akkitolt
23,6 %.

A 6. feladat eredményei a 3.10. abran vannak feltuntetve. Mint lathat6 az eredméhgekb
a feladat nehezebb volt a tanuldk szdmara. Mindossze 48,1 % helyes valasz szliletett. A hianyos
valaszoknal leginkabb az volt a hiba, hogy a tanulok nem tudtak meghatarozni a legnagyobb
egész szamot, amely hozzatartozott a névekvési intervallumon. A hibas valaszok aranya is elég

magas, 40,6 %.

3.9. &bra. Az 5. feladat valaszainak 3.10. a&bra. A 6. feladat valaszainak

elemzése elemzése

A 7. feladat eredményeit a kdrdiagram szemlélteti (3.11. abra). Mint latjuk, kevés tanulo
fogott hozza ennek a feladatnak a megoldasahoz (79,2 % nem oldotta meg). A tanulok 7,5 %
teliesen megoldotta a feladatot 4 pontot szerezve ezzel. Ugyszintén 7,5 % azok, akik megszer-
kesztették helyesen a fliggvény gra konjat. Némely didknal problémat okozott az intervallumok

helyes felirasa, igy tébb pontott veszitettek ezzel.

3.11. 4bra. A 7. feladat valaszainak elemzése
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3.3. Kovetkeztetések

A dolgozatok elemzése utdn azokra a kdvetkeztetésekre jutottunk, hogy a Beregszaszi jaras ko-
zépiskolaiban a Fluggvénytranszformaciok témajat viszonylag jol sajatitottak el a 9. osztalyos
tanulok. Vannak hibak, amelyek felmerulnek a didkokndl, de ez magyarazhat6 a karantén hely-
zettel is, mely mutatkozik a tanulok eredményein. A masik befolyasolé tényemyuktol a
diakoktdl szarmazik: gyenge a motivacidéjuk a tanulasra és az é@dieklik a téma irant.

Ahhoz, hogy kiklisz6boljuk ezeket a problémakat, a koveaikerztehetjik:
tobb idot szanjunk az elméleti anyag ismétlésére és rendszerezésére;

talaljunk ki tobb érdekes tipusu feladatot, nem csak ugyanolyan feladatokat oldjunk a

tanuldkkal;
gyeljink jobban oda minden egyes tanuléra, talaljunk hozzajuk megfergidszert;

aktivizaljuk a tehetséges tanuldkat: adjunk szamukra magasabb nehezségu- és verseny-

feladatokat.

ha szikséges, tartsunk orak kivili foglalkozast, ahol igyekezziink felzarkéztatni a tanulo-

kat az eredményekben.
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Osszefoglalas

A munka elvégzése utan a kovetkeeladatok valdsultak meg:
1. réviden 6ssze vannak foglalva a fuggvénytkal6 ismeretek
2. elemezve van az Ukrajna oktatasi tanterve matematikabol
3. megvalosult a kilbnb@ztranszformaciok elemzése

4. felmérve a Fuggvénytranszformaciok témajanak oktatasat a Beregszaszi jaras kozépisko-

laiban és a téma elsajatitasa a tanulok altal.

A Fuggvénytranszformaciok téma jelestszerepet tolt be az algebra oktatasaban. A dolgo-
zatban le van irva az 6sszes tipusu fugvénytranszformacio példaval egyitt. A kutatas eredmé-
nyeilol r4jottem, hogy a tanuldk jol elsajatitottak a témat, de viszont vannak hibak is, melyeket

a jowoben lehet javitani.
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