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Bevezet�es

Kutat�asi ter�uletk�ent v�alasztottam a sztochasztikus val�osz��n�us�egi v�altoz�ok model-

lez�es�et. Munk�am sor�an olyan folyamatok kutat�as�aval �es modellez�es�evel foglalkozok,

melyek az Orlicz-f�ele sztochasztikus folyamatokhoz tartoznak.

A sztochasztikus folyamatok, vagy m�as n�even v�eletlenszer�u folyamatok, olyan fo-

lyamatok, amelyeket r�eszben, vagy eg�esz�eben val�osz��n�us�egi v�altoz�ok jellemeznek.

Ezek a v�eletlenszer�u folyamatok a szochasztikus modellez�es ter�ulet�en nagyon fontos

eszk�oz�ok, ugyanis ezen folyamatok seg��ts�eg�evel le��rjuk, illetve k�ozel��teni tudjuk a

v�eletlen jelens�egeket. Az eml��tett eszk�oz sz�amos tudom�anyban van jelen, t�obbek

k�oz�ott az informatik�aban, a gazdas�agtanban, a term�eszettudom�anyokban �es m�as

tudom�anyokban is.

A sztochasztikus sorokkal, azok kutat�as�aval �es modellez�es�evel sz�amos matemati-

kus foglalkozott. A kutat�asom sor�an kiemelem azokat a matematikusokat, akik

sztochasztikus folyamatok elm�elet�evel, illetve modellez�es�evel foglalkoztak, valamint

K�arp�atalj�an tev�ekenykednek.

A sztochasztikus modellek seg��ts�eg�evel k�ul�onf�ele v�eletlen esem�enyeket tudunk le��rni.

K�ul�on�osen fontos a sztochasztikus sorok tanulm�anyoz�asa k�ul�onb�oz�o funkcion�alis te-

reken. Az ut�obbi �evekben t�obb munka is megjelent, amelyekben sorba fejthet�o

sztochasztikus sorokat tanulm�anyoztak.

A Gauss-folyamatok - olyan folyamatok, amelyek standard norm�alis eloszl�as�uak -

fontos szerepet j�atszanak a sztochasztikus folyamatok k�oz�ott. Az Orlicz-f�ele szto-

chasztikus f�uggv�enyt�erre a Gauss-folyamatok f�uggv�enyter�enek kiterjeszt�esek�ent te-

kinthet�unk.

A szakdolgozatom c�elja, hogy tanulm�anyozzam az exponenci�alis Orlicz tereket �es az

ismereteim felhszn�al�as�aval k�esz��tsek egy modellt.
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1. fejezet

K�arp�ataljai matematikusok

tev�ekenys�ege a sztochasztikus

folyamatok elm�elet�eben

A k�ovetkez�o fejezetben n�eh�any k�arp�ataljai k�ot�od�es�u matematikus munk�ass�ag�at fo-

gom bemutatni, akik sztochasztikus folyamatok modellez�es�evel foglalkoznak. Ezen

matematikusok mindegyik�enek a kutat�asi ter�ulete a sztochasztikus folyamatok ku-

tat�asa �es modellez�ese, de nem felt�etlen�ul Orlicz folyamatokat kutatnak.

A sztochasztikus folyamatok modellez�es�evel foglalkoz�o k�arp�ataljai k�ot�od�es�u mate-

matikusk�ent, a k�ovetkez�o kutat�ok munk�aj�aval foglalkoztam: Szlivka-Tiliscsak Han-

na, Troski Viktor, Troski Nat�alia, Tegza Ant�onia, Mlavec Jurij �es Hudivok Tatjana.

Az �altalam felkutatott matematikusokban az a k�oz�os, hogy mindegyik�uk, kiv�etel

n�elk�ul, Kozacsenko Jurij Vasziljevics tan��tv�anyai. Teh�at els�ok�ent n�ezz�uk meg, mivel

is foglalkozott Kozacsenko Jurij Vasziljevics. A k�es�obbiekben pedig bemutatom az

eml��tett matematikusok kutat�asi ter�uleteit.

V�eg�ul, de nem utols�o sorban meg kell eml��tenem, hogy sztochasztikus folyamatok

modellez�es�evel foglalkozik a tutorom, Dr. Kucsinka Katalin, illetve �en. A 2020-as

�evben siker�ult bebizony��tanunk egy t�etelt �es ez�altal modellezn�unk egy Orlicz folya-

matot. A modellt �abr�azoltuk is a MatLab programcsomag seg��ts�eg�evel.
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1.1. Kozacsenko Jurij Vasziljevics

Kozacsenko Jurij Vasziljevics ismert �es meghat�aroz�o szakember, aki a sztochaszti-

kus folyamatok elm�elet�evel �es modellez�es�evel foglalkozott. �O a Gauss tereken �es az

Orlicz tereken �ertelmezett v�eletlenszer�u folyamatok egyik megalkot�oja. L�etrehozott

egy �uj tudom�anyos szakir�anyt, amely a v�eletlenszer�u folyamatok modellez�es�evel fog-

lalkozik k�ul�onb�oz�o funkcion�alis tereken �es megadja ezeket a modelleket el�ore meg-

hat�arozott pontoss�aggal �es megb��zhat�os�aggal. A professzor rengeteg tudom�anyos

eredm�ennyel �es kutat�assal b�uszk�elkedhetett. Kutat�asaiban a sztochasztikus folya-

matok tulajdons�ag�anak analiz�al�as�aval, a matematikai-�zika egyenleteivel sztochasz-

tikus felt�etelek mellett, v�eletlenszer�u folyamatok statisztik�aj�aval �es hull�amelemz�essel

foglalkoztak. [13]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics 1940-ben sz�uletett Kijevben. Tanulm�anyait a Tarasz

Sevcsenko Kijevi �Allami Egyetemen v�egezte, val�osz��n�us�egsz�am��t�as �es matematikai

statisztika szakosod�ast v�alasztva, amelyet 1963-ban fejezett be. Az Ukr�an Nem-

zeti Tudom�anyos Akad�emi�an 1968-ban megv�edte doktori disszert�aci�oj�at, amelyet

'A sztochasztikus integr�alok egys�eges konvergenci�aj�ar�ol, a folytonos v�eletlenszer�u

mez�ok sorozatai �es tulajdons�agair�ol' ��rt.[13]

1967-t�ol �elete v�eg�eig a Tarasz Sevcsenko Kijevi �Allami Egyetem val�osz��n�us�egsz�am��t�as

�es matematikai statisztika kar�an dolgozott. 1974− 1975 k�oz�ott a Olaj- �es G�azipari

Int�ezet (Alg�eria, Bumerdes) munkat�arsa. [13]

1985-ben megv�edte doktori disszert�aci�oj�at a k�ovetkez�o t�em�aban: 'V�eletlenszer�u fo-

lyamatok az Orlicz-t�erben. A p�aly�ak tulajdons�agai, a sorok �es az integr�alok konver-

genci�aja'.[13]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics munk�ass�ag�anak f�o ir�anyai a k�ovetkez�ok voltak:

• v�eletlenszer�u folyamatok analitikai tulajdons�agai. A funkcion�alis eloszl�asok

becsl�ese v�eletlenszer�u folyamatokb�ol;

• v�eletlenszer�u folyamatok az Orlicz-t�erben;

• pre-Gauss �es Sub-Gauss v�eletlenszer�u folyamatok;

• matematikai �zika hiperbolikus �es parabolikus t��pus�u egyenletei v�eletlenszer�u

t�enyez�okkel;

8



• v�eletlenszer�u folyamatok modellez�ese;

• v�eletlenszer�u folyamatok hull�ameloszl�asa. [4]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics dolgozott az Ungv�ari �Allami Egyetem val�osz��n�us�egsz�am��t�as

�es matematikai anal��zis kar�anak professzorak�ent a 2000 − 2015 k�oz�otti id�oszakban.

Ezen id�oszakban k�esz��tette fel a kor�abban eml��tett kutat�okat a doktori disszert�aci�oik

sikeres megv�ed�es�ere. [13]

A professzor neve alatt szerepel k�ozel 300 tudom�anyos munka, 13 monogr�a�a. Munk�ai

k�oz�ul n�eh�anyat m�as nyelvre is leford��tottak. Kozacsenko Jurik Vasziljevics nem egy-

szer lett kit�untetve k�ul�onb�oz�o d��jakkal:

• Ukrajna �Allami D��ja kit�untetettje a tudom�any �es a technol�ogia ter�ulet�en, 2003;

• Az Ungv�ari Egyetem tiszteletbeli doktora, 2005;

• Ukrajna Oktat�asi �es Tudom�anyos Miniszt�erium�anak oklevele, 2007;

• A Tarasz Sevcsenko Kijevi Nemzeti Egyetem kit�untetett professzora, 2009;

• Ukrajna kit�untetett tudom�anyos �es technol�ogiai munkat�arsa, 2010;

• Az Ukrajnai Nemzeti Tudom�anyos Akad�emia 2012. �evi Krilov-d��j�anak d��jazottja

a "Frakt�al- �es k�ozel��t�esi s�em�ak a v�eletlenszer�u folyamatok elm�elet�eben �es al-

kalmaz�as�aban" c��m�u munkasorozat�ert (t�arsszerz�o);

• "�Erdemek�ert" III. Fokozat, 2018. [13]

1.2. Szlivka-Tiliscsak Hanna

Szlivka-Tiliscsak Hanna megv�edte doktori disszert�aci�oj�at 2004. j�unius 14-�en a k�ovetkez�o

t�em�aban: 'A matematikai �zika hat�ar�ert�ek-probl�em�ai v�eletlenszer�u kezdeti felt�etelekkel'.

Ezen a ter�uleten folytatta kutat�as�at �es k�es�obb, 2015 j�unius 2-�an megv�edte nagydok-

tori disszert�aci�oj�at a k�ovetkez�o t�em�aban: 'Matematikai �zika feladatai v�eletlenszer�u

t�enyez�okkel'. [13]

Figyelemre m�elt�o Szlivka-Tiliscsak Hanna kutat�asa a hiperbolikus �es parabolikus

t��pus�u matematikai �zika egyenleteir�ol v�eletlenszer�u t�enyez�okkel. A kutat�as c�elja
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a hiperbolikus �es parabolikus t��pus�u feladatok v�eletlenszer�u t�enyez�okkel val�o meg-

old�asai alaptulajdons�againak meghat�aroz�asa �es �altal�anos��t�asa, azok modellez�ese meg-

hat�arozott pontoss�aggal �es megb��zhat�os�aggal �es a sztochasztikus terek n�eh�any oszt�alya

szupr�emum-eloszl�as�anak �ert�ekel�ese. [4]

A kutat�as f�o tudom�anyos eredm�enyei az al�abbiak:

• a hiperbolikus t��pus�u matematikai �zika hat�ar�ert�ek-probl�em�ait v�eletlenszer�u

kezdeti felt�etelekkel vizsg�aljuk. Az ilyen probl�em�ak eset�en elegend�o megtal�alni

a k�etszer folytosan di�erenci�alt megold�as l�etezi felt�eteleit, az �altal�anos��tott

megold�as �es a kapott becsl�es az adott feladat szupr�emum-eloszl�as�ara, ami-

kor a kezdeti felt�etelek sztochasztikus folyamatok az Orlicz t�er felett. A

l�etez�esi felt�etelek els�ok�ent a korrel�aci�os f�uggv�enyek klasszikus megold�as�aban

tal�alhat�oak meg;

• bemutatott egy �uj m�odszert a sztochasztikus kezdeti felt�etelekkel megadott

hiperbolikus matematikai �zika feladatai megold�asainak modellez�es�ere. Az

egyenletek megold�asaira fel�ep��tett modellek kiz�ar�olag sub-gauss-f�ele sztochasz-

tikus kezdeti felt�etelekkel megadott hiperbolikus matematikai �zika egyenle-

teire lettek fel�ep��tve;

• becsl�eseket tal�alt a Subϕ(Ω) t�erb�ol, a v�egtelen tartom�annyal rendelkez�o Orlicz

t�erb�ol, valamint az LP (Ω) sztochasztikus t�erb�ol sz�armaz�o v�eletlenszer�u mez�ok

szupremum�anak eloszl�as�ara. A v�egtelen tartom�anyban a sztochasztikus terek

n�oveked�es�enek gyorsas�ag�at kor�abban m�eg nem kutatt�ak. P�eld�at hozott fel a

kapott becsl�es hiperbolikus t��pus�u matematikai �zika egyenletek megold�as�an�al

val�o felhaszn�al�as�ara;

• a Cauchy-feladat klasszikus megold�as�anak val�osz��n�us�egi egys�eg�evel els�ok�ent

tal�alt el�egs�eges felt�eteleket a h�ovezet�es egyenletre, amikor a jobb oldalon szto-

chasztikus t�er van �es ez a t�er a Subϕ(Ω) t�erb�ol �es az Orlicz t�erb�ol van;

• kutatta a Cauchy-feladat megold�asa szupr�emum-eloszl�as�anak becsl�es�et a h�ovezet�es

egyenlet�ere, amikor a jobb oldalon sztochasztikus t�er van �es ez a t�er a Subϕ(Ω)

t�erb�ol (kompakt �es v�egtelen tartom�anyban) �es amikor a sztochasztikus t�er az

Orlicz t�erb�ol van. [11]
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1.3. Troski Viktor

Troski Viktor kutat�asainak f�o eredm�enyei, amelyek hozz�aseg��tett�ek a doktori c��mhez,

a k�ovetkez�ok voltak: [3]

• kutatni a v�eletlenszer�u v�altoz�ok teljes oszt�aly�anak alapvet�o tulajdons�agait,

nevezetesen a kvadratikusan ϕ-szubgaussi v�eletlen v�altoz�ok oszt�aly�at;

• elegend�o felt�etelt tal�alni arra, hogy a v�eletlen v�altoz�o a kvadratikusan ϕ-

szubgauss v�eletlen v�altoz�ok oszt�aly�aba tartozik; becsl�eseket kapni a m�asodfok�u

ϕ-szubgauss v�eletlen v�altoz�ok exponenci�alis momentumaira;

• �uj becsl�eseket kapni az LP (T ), p ≥ 1 t�er norm�ainak eloszl�as�ar�ol a v�eletlenszer�u

folyamatokhoz a kvadratikusan Gauss-f�ele v�eletlen v�altoz�ok ter�eb�ol;

• a kidolgozott elm�elet felhaszn�al�as�aval �uj m�atrixok fel�ep��t�ese, �es meg�allap��tani,

hogy ezek a m�atrixok kiel�eg��tik a korl�atozott izoterm tulajdons�ag�at;

• a kapott �uj becsl�esek alapj�an fel�ep��teni a Gauss-f�ele "k�onnyebb" ("nehezebb")

eloszl�asok "farok" zaj�anak sz�ur�esi s�em�aj�at;

• �uj krit�eriumokat javasolni a Gauss-stacion�arius, nem stacion�arius folyama-

tok, valamint a homog�en �es izotr�op v�eletlen mez�ok kovariancia-f�uggv�enyeinek

form�aj�aval kapcsolatos hipot�ezisek tesztel�es�ere. [3]

A kutat�as eredm�enyeit nem csak az elm�eletben, hanem a gyakorlatban is felhaszn�alj�ak

sz�amos term�eszettudom�anyban, t�arsadalomtudom�anyban �es k�ozgazdas�agban is. Tros-

ki Viktor kutat�asai fellelhet�ok a p�enz�ugyi matematik�aban, az informatik�aban, a

geo�zik�aban, geol�ogi�aban, r�adi�otechnik�aban, asztron�omiai kutat�asokban �es az in-

form�aci�o k�odol�as elm�elet�eben is. [2]

1.4. Troski Nat�alia

Troski (Fedorjanics) Nat�alia kutat�as�anak c�elja �es feladata a v�eletlenszer�u folyamatok

�es mez�ok modellez�esi m�odszereinek elm�eleti alapjai, modellek fel�ep��t�ese, amelyek

a v�eletlenszer�u folyamatokat �es mez�oket adott pontoss�aggal �es megb��zhat�os�aggal
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k�ozel��tik meg a C(T ) �es az LP (Ω) t�erben. Tov�abbi feladatai k�oz�e tartozik a k�ovetkez�o

feladatok megold�asa: [2]

• a Gauss-f�ele nem stacion�arius v�eletlenszer�u folyamatok �es mez�ok modelljeinek

fel�ep��t�ese a spektrum feloszt�as�anak �es randomiz�al�as�anak m�odszer�evel, vala-

mint a homog�en �es izotr�op v�eletlen mez�o modellj�evel adott pontoss�aggal �es

megb��zhat�os�aggal a C(T ) t�erben;

• megkapja n�eh�any frakcion�alis v�eletlenszer�u folyamat modellj�enek konvergencia-

felt�eteleit a C(T ) t�erben l�ev�o val�osz��n�us�eggel;

• a Gauss-nemstacion�arius folyamatok �es mez�ok fel�ep��tett modelljeinek pon-

toss�ag�at �es megb��zhat�os�ag�at vizsg�alni az LP (T ) t�erben;

• homog�en �es izotr�op mez�ok modelljeinek fel�ep��t�ese, adott megb��zhat�os�aggal �es

pontoss�aggal az LP (T ) t�erben. [13]

1.5. Hudivok Tatjana

Fedorjanics (Hudivok) Tatjana a Gauss-f�ele v�eletlenszer�u folyamatok �es mez�ok kor-

rel�aci�os f�uggv�eny�enek t��pus�ara vonatkoz�o hipot�ezisek tesztel�es�enek krit�eriumait ta-

nulm�anyozta.[2]

Hudivok Tatjana, Troski Viktor �es Troski Nat�alia, Kozacsenko Jurij Vasziljevics

ir�any��t�as�aval a k�ovetkez�o eredm�enyeket �ert�ek el:

1. T�etel. [2] Legyen adott a ξ = {ξ(t), t ∈ T} a sub-Gauss t�erben egy v�eletlenszer�u

folyamat, Eξ(t) = 0, r2(t) = r2(ξ(t)) = E(ξ(t))2. Tegy�uk fel, hogy l�etezik a k�ovetkez�o

integr�al:
∫
T

(E(ξ(t))2)
p
2dt < ∞, p ≥ 1. Akkor az integr�al

∫
T
|ξ(t)|pdt < ∞, 1

val�osz��n�us�eggel l�etezik, �es minden ε eset�eben, ε > c
1
p
p p

1
2 , ahol cp =

∫
T

(E(ξ(t))2)
p
2dt

igaz az al�abbi egyenl�otlens�eg:

P{||ξ(t)||LP
> ε} ≤ 2exp

{
− ε2

2c
1
p
p

}
.

2. T�etel. [2] Tegy�uk fel, hogy a Λ part��ci�o a ξΛ(t) modellben olyan, hogy∫
T

(τ(ξ(t)− ξΛ(t)))pdt ≤ εp

max(p
1
p , (2ln2

δ
)
p
2

.

Akkor ez a modell k�ozel��ti a ξ(t) Gausss folyamatot ε pontoss�aggal �es 1−δ megb��zhat�os�aggal,

0 < δ < 1 az LP (T ), p ≥ 1 t�erben.
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1.6. Tegza Ant�onia

Az ut�obbi id�okben a sztochasztikus folyamatok elm�elet�enek alkalmaz�asa sz�amos tu-

dom�anyban elterjedt, t�obbek k�oz�ott a term�eszettudom�anyokban, az elektronik�aban,

az optik�aban. A matematikai modellek fel�ep��t�ese fontos szerepet j�atszik a feladatok

megold�as�aban, a modellek tulajdons�againak tanulm�anyoz�asa, illetve a modell meg-

felel�o pontoss�aggal �es megb��zhat�os�aggal val�o megad�asa. [10]

Tegza Ant�onia, mint Kozacsenko tan��tv�anya tanulm�anyozta a stacion�arius gauss-f�ele

sztochasztikus folyamatok modelljei pontoss�ag�anak �es megb��zhat�os�ag�anak �ert�ekel�es�et.

Munk�aiban kutatta a k�ul�onb�oz�o funkcion�alis tereken fel�ep��tett Gauss-f�ele sztochasz-

tikus folyamatok pontoss�ag�at �es megb��zhat�os�ag�at, k�oz�ott�uk C([0, T ]), LP ([0, T ]), p >

1, illetve n�eh�any sztochasztikus folyamatot az Orlicz terek felett. [13]

1.7. Mlavec Jurij

Mlavec Jurij tanulm�anyozta a v�eletlenszer�u v�altoz�ok ter�et, pillanatnyi norm�akkal

Fψ(Ω) �es v�eletlenszer�u folyamatokkal ezekb�ol a terekb�ol. Kutat�asainak f�o tudom�anyos

eredm�enyei az al�abbiak: [7]

• kutatta az Fψ(Ω) terek alaptulajdons�agait �es megkapta azokat a felt�eteleket,

amelyekn�el a centr�alt, f�uggetlen val�osz��n�us�egi v�altoz�okra ebb�ol a t�erb�ol teljes�ul

a H felt�etel;

• megkapta a kompakt tartom�anyban l�ev�o Fψ(Ω) t�erb�ol sz�armaz�o sztochasztikus

folyamatok szupr�emum-eloszl�as�anak becsl�es�et;

• a folyamatok szelekt��v folytonoss�ag�anak felt�etelei egy val�osz��n�us�egt�ol;

• megkapta a becsl�est az Fψ(Ω) t�erb�ol vettR sztochasztikus folyamatok szupr�emum

eloszl�as�ara �es az Fψ(Ω) t�erb�ol vett folyamatok hull�am-eloszl�asa egyenletes kon-

vergenci�aj�anak felt�eteleit;

• meg�allap��totta a kapcsolatot az exponenci�alis Orlicz terek �es az Fψ(Ω) terek

k�oz�ott, illetve azokat a felt�eteleket, amelyek mellett az exponenci�alis Orlicz

terek H terek lesznek;
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• megkapta az Fψ(Ω) t�erb�ol vett sztochasztikus folyamatok norm�alis eloszl�as�anak

becsl�es�et az LP (T ) t�erben. [7]

Felhaszn�alva az Orlicz terek �es az Fψ(Ω) terek elm�elet�et, meg�allap��totta az integr�alok

Monte Carlo m�odszerrel t�ort�en�o kisz�am��t�as�anak megb��zhat�os�ag�at �es pontoss�ag�at,

a param�eterekt�ol f�ugg�o integr�alok kisz�am��t�as�anak megb��zhat�os�ag�at �es pontoss�ag�at

C(T ) �es LP (T ) t�erben a Monte Carlo m�odszerrel. [7]
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2. fejezet

Az Orlicz-f�ele sztochasztikus

folyamatok

A munk�am ezen fejezet�eben bemutatom azon alapvet�o fogalmakat, melyek ismere-

te n�elk�ul a kutat�ast �es modellez�est nem lehetne elkezdeni. Minden sztochasztikus

folyamatban szerepelnek val�osz��n�us�egi v�altoz�ok, amelyeket a k�ovetkez�ok�epp lehet

megfogalmazni:

De�n��ci�o. Legyen (Ω, F, P ) egy val�osz��n�us�egi mez�o. A ξ : Ω → R lek�epez�est

val�osz��n�us�egi v�altoz�onak nevezz�uk, ha b�armely r�ogz��tett x ∈ R eset�en

{ω : ξ(ω) < x} ∈ F.

De�n��ci�o. Az f(x) f�uggv�enyt konvexnek nevezz�uk az I intervallumon, ha ∀x1;x2 ∈ I

�es ∀p; q ∈ [0; 1]; p+ q = 1 eset�en teljes�ul: f(p · x1 + q · x2) ≤ f(x1) + q · f(x2)

De�n��ci�o. A p�aros, konvex U(x) f�uggv�enyt C-f�uggv�enynek nevezz�uk, ha: U(0) = 0;

U(x) n�ovekv�o, ha x > 0.

P�elda. [6] A k�ovetkez�o f�uggv�enyek C-f�uggv�enyek

1. U(x) = a|x|α, x ∈ R, a > 0, α ≥ 1;

2. U(x) = b(exp{a · |x|α} − 1), x ∈ R, b > 0, a > 0, α ≥ 1;

3. U(x) = b(exp{ϕ(x)} − 1), x ∈ R, c > 0, ϕ(x), x ∈ R tetsz�oleges C-f�uggv�eny;

De�n��ci�o. Az U(x) C-f�uggv�eny �altal gener�alt sztochasztikus LU(Ω) Orlicz t�ernek

nevezz�uk a ξ(ω) = ξ sztochasztikus esem�enyek olyan ter�et, melyben minden
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ξ ∈ LU(Ω) eset�ere l�etezik rξ, melyre teljes�ul

EU(
ξ

rξ
) <∞.

De�n��ci�o. Az X(t) = {X(t), t ∈ T}, sztochasztikus folyamat az LU(Ω) Orlicz t�er

f�ol�ott, ha minden t ∈ T eset�ere X(t) v�eletlen esem�eny LU(Ω) f�ol�ott.

De�n��ci�o. Az LU(Ω) Orlicz teret H-t�ernek nevezz�uk, ha l�etezik D > 0, ahol a

ξk, k = 1,∞ centr�alt val�osz��n�us�egi v�altoz�ok Orlicz csal�adja �es teljes�ul a k�ovetkez�o

egyenl�otlens�eg: ∣∣∣∣∣∣∣∣ N∑
k=1

ξk

∣∣∣∣∣∣∣∣2
LU

≤ D
N∑
k=1

||ξk||2LU
.

1. T�etel. [6] Legyen LU(Ω) H-t�er, ξk-f�uggetlen val�osz��n�us�egi v�altoz�ok, Eξk = 0,

ξk ∈ LU(Ω) olyanok, hogy l�etezik R sz�am, melyre teljes�ul az egyenl�otlens�eg:

||ξk||2LU
≤ R · Eξ2

k. Ha X(t)-v�eletlen folyamat, akkor fel��rhat�o a k�ovetkez�o alakban:

X(t) =
∞∑
k=1

ξkϕk(t)

ahol ez az �osszeg n�egyzetes k�oz�epben konverg�al t ∈ T,X(t) szigor�uan Orlicz folyamat,
√
DR meghat�arozott �alland�o.

1. Megjegyz�es. [9] A H-t�er tulajdons�aga:

Lp(Ω), p ≥ 2 (u(x) = |x|p), D = 2
√

2

(
Γ

(
p+ 1

2
√
π

)) 1
p

.

Ahol a Γ =

∫ ∞
0

ts−1e−tdt.

Orlicz csal�ad - olyan val�osz��n�us�egi v�altoz�ok tartoznak az Orlicz csal�adba,

melyekre teljes�ulnek az Orlicz t�er de�n��ci�oj�aban megadott felt�etelek.

De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy az XN(t) =
N∑
k=1

ξkϕk(t) az X(t) folyamat modellje ε

pontoss�aggal �es 1− δ megb��zhat�os�aggal k�ozel��ti az X(t)-t, ha teljes�ul a k�ovetkez�o:

P{||X(t)−XN(t)|| > ε} < δ.

2. T�etel. [8] Ha tal�alunk egy WM(δ) f�uggv�enyt, melyre

P{||ξ(t)− ξM(t)|| > δ} < WM(δ),

ahol WM(δ) < α, akkor megvan a keresett modell fels�o �osszeg hat�ara.
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De�n��ci�o. Az u(x) = xp - C - f�uggv�eny �altal gener�alt Orlicz teret Lp(Ω) Orlicz

t�ernek nevezz�uk.

A norma jel�ol�ese: || · ||Lp .

2. Megjegyz�es. [6] Az Lp(Ω), p ≥ 1 az u(x) = |x|p C-f�uggv�eny �altal gener�alt Orlicz

t�er, ||ξ||U = ||ξ||p =
(
E|ξ|p

) 1
p .

Lemma. [1] Legyen ξ ∈ LU(Ω). Akkor tetsz�oleges ε > 0 eset�ere teljes�ul a k�ovetkez�o

egyenl�otlens�eg:

P{|ξ| > ε ≤
(
u

(
ξ

||ξ||U

))−1

,

ahol ||ξ||U > 0.

Nevezz�uk az XN(t) =
N∑
k=1

ξkfk(t) modellt az X(t) folyamat modellj�enek.

De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy az XN(t) megk�ozel��ti az X(t) folyamatot megadott

megb��zhat�os�aggal �es pontoss�aggal az Lp(0;T ) t�erben, ha megadott ε > 0 (pontoss�ag)

�es δ > 0 (1− δ - megb��zhat�os�ag) teljes�ul a k�ovetkez�o egyenl�otlens�eg

P

{(∫ T

0

|X(t)−XN(t)|pdt
) 1

p

> ε

}
≤ δ.

3. T�etel. [8] Legyen (T, ϕ, µ) - m�erhet�o t�er, ξk(k = 1, 2,∞) - centr�alt, f�uggetlen

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok az olyan LU(Ω) Orlicz t�errel, hogy LUp(Ω) H-t�er a D �alland�oval.

Ha a sor:
∞∑
k=1

||ξi||2Up

(∫
T

|fk(t)|pdµ(t)

) 2
p

konvergens, akkor az X(t) =
∞∑
k=1

ξk · fk(t), t ∈ T sor sztochasztikusan konvergens.

Ebben az esetben tetsz�oleges ε > 0 �es tetsz�oleges m ∈ N eset�en teljes�ul a k�ovetkez�o

egyenl�otlens�eg:

P

{(∫
T

∣∣∣∣ ∞∑
k=m

ξkfk(t)

∣∣∣∣pdµ(t)

) 1
p

> ε

}
≤
(
u

(
εp

D ·
∞∑
k=m

||ξk||2 · up
(∫

T

|fk(t)|pdµ(t)

) 2
p

))−1

.
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3. fejezet

Exponenci�alis Orlicz-terek

Ebben a fejezetben bemutatom azokat a de�n��ci�okat �es t�eteleket, amelyek ismerete

elengedhetetlen ahhoz, hogy vizsg�aljam az exponenci�alis Orlicz tereket. Els�ok�ent

bemutatom, hogy mi is az az exponenci�alis Orlicz t�er:

De�n��ci�o. Legyen ψ(x) egy olyan C-f�uggv�eny, amelyre teljes�ul

limx→∞
ψ(x)

x
= 0

limx→0
ψ(x)

x
=∞

Ekkor az U(x) = exp{Ψ(x)}− 1, ahol ∀x ∈ R f�uggv�eny �altal gener�alt teret exponen-

ci�alis Orlicz t�ernek nevezz�uk.

Az exponenci�alis Orlicz t�er jel�ol�ese: Expϕ(Ω) �es a t�er norm�aja || • ||Eϕ .

Az exponenci�alis t��pus�u Orlicz terekhez tartoz�o sztochasztikus v�altoz�ok kezd�o�ert�ekei

tetsz�olegesek, ez�ert a k�ovetkez�ot kapjuk:

Expϕ(Ω) ⊂ LP (Ω)

b�armilyen ξ ∈ Expϕ(Ω) eset�en.

Jel�olje

Exp(0)
ϕ (Ω) = {ξ ∈ Expϕ(Ω) : Eξ = 0}.

Megk�ovetelj�uk, hogy az Exp
(0)
ϕ (Ω) Banach alt�er legyen az Expϕ(Ω) t�erben

a || • ||U norm�aval. Ha csak a centr�alt val�osz��n�us�egi v�altoz�okat vessz�uk �gyelembe,

akkor k�onnyen meghat�arozhatunk olyan norm�akat, amelyek egyen�ert�ek�uek lesznek

a luxemburgi norm�akkal.
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Legyen a γ egy Gauss eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o a (0, δ2) param�eterekkel.

Ez a v�eletlenszer�u v�altoz�o hozz�atartozik az LU(Ω) Orlicz t�erhez, ahol U(x) =

exp{x2} − 1 �es ennek a v�eletlenszer�u v�altoz�onak a norm�aja egyenl�o C|| • ||L2 . [2]

Megvizsg�alom egy m�ar ismert folyamat modellj�et, a Karhunen-Loeve modellt.

Legyen X = {x(t), t ∈ [0, T ]} - v�eletlen folyamat, olyan, hogy EX(t) = 0, EX2(t) <

∞, t ∈ [0, T ], EX(t)X(S) = R(t, s) - kovari�aci�os f�uggv�enye ennek a modellnek.

Tekints�uk az egyenlet integr�alj�at: [13]

ϕ(t) = λ

∫ T

0

R(t, s)ϕ(s)ds.

Legyen λk, k ∈ N - saj�at �ert�ekek, a ϕk(t) - norm�alt saj�at f�uggv�enyei az adott

egyenletnek, teh�at
∫ T

0
ϕ2
k(t)dt = 1. Ismert, hogy λk > 0 minden k ∈ N, akkor az

X(t) v�eletlen folyamatot a k�ovetkez�o alakban �ab�arzoljuk:

X(t) =
∞∑
k=1

ξk√
λk
ϕk(t), (1)

ahol ξk - centr�alt val�osz��n�us�egi v�altoz�ok, olyanok, hogy Eξkξl = δkl, ahol a δkl - A

Kronecker szimb�olum. Az (1) sor n�egyzetes k�oz�epben konverg�al. Tegy�uk fel, hogy

az (1) p�eld�aban a ξk val�osz��n�us�egi v�altoz�ok f�uggetlenek az Orlicz t�ert�ol LU(Ω) �es az

LU(Ω) t�er rendelkezik H - tulajdons�aggal �es D �alland�oval. [8]
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4. fejezet

Saj�at eredm�enyek

1. T�etel. Legyen (T, ϕ, µ) m�erhet�o t�er, ξk centr�alt, f�uggetlen val�osz��n�us�egi v�altoz�ok,

ξk ∈ Expψ(Ω), ψ() - Orlicz f�uggv�eny.

Vizsg�aljuk az X(t) =
∞∑
k=1

ξkfk(t) sztochasztikus folyamatot, melyre teljes�ulnek a 3.

T�etel felt�etelei. Az XN(t) =
N∑
k=1

ξkfk(t) ε pontoss�aggal �es 1 − δ megb��zhat�os�aggal

k�ozel��ti az X(t) folyamatot, (az LP t�er norm�aja szerint), ha teljes�ul:

∞∑
k=N+1

||ξk||2(

∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P ≤ εP

D · ψ(−1)(ln(1
δ

+ 1))

Bizony��t�as. Mivel ξk ∈ Expψ(x)(Ω) ez�ert tudjuk, hogy u(x) = exp(ψ(x))−1,

ahol ψ(x) - C f�uggv�eny.

Mivel teljes�ulnek a 3. T�etel felt�etelei, ez�ert igaz a t�etel �all��t�asa is. Jel�olj�uk:

εP

D ·
∞∑

k=N+1

||ξk||2LP
· (
∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P

= A

A modell de�n��ci�oja �es a 3. T�etel �all��t�asa miatt

(eψ(A) − 1)−1 ≤ δ

1

δ
≤ eψ(A) − 1

eψ(A) ≥ 1

δ
+ 1

ψ(A) ≥ ln(
1

δ
+ 1)

A ≥ ψ(−1)(ln(
1

δ
+ 1))

20



εP

D ·
∞∑

k=N+1

||ξk||2LP
· (
∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P

≥ ψ−1(ln(
1

δ
+ 1))

∞∑
k=N+1

||ξk||2LP
· (
∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P ≤ εP

D · ψ−1(ln(1
δ

+ 1))

Ezzel a t�etelt bebizony��tottuk. �

K�ovetkezm�eny. Legyen (T, ϕ, µ) m�erhet�o t�er, ξk ∈ Exp(0)

x2 (Ω). Vizsg�aljuk az X(t) =
∞∑
k=1

ξkfk(t) sztochasztikus folyamatot, melyre teljes�ulnek az 1. t�etel felt�etelei. Az

XN(t) =
N∑
k=1

ξkfk(t) ε pontoss�aggal �es 1− δ megb��zhat�os�aggal k�ozel��ti az X(t) folya-

matot, ha teljes�ul:

∞∑
k=N+1

||ξk||2(

∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P ≤ εP

D ·
√

(ln(1
δ

+ 1))
(∗)

Bizony��t�as. A t�etel bizony��t�asa az el�oz�o t�etel �all��t�as�ab�ol k�ovetkezik, ugyanis

ez egy r�eszesete, amikor ψ(x) = x2, ugyanis ekkor ψ(−1) =
√
x. Ezt visszahelyet-

tes��tve az el�oz�o t�etel �all��t�as�aba, kapjuk a (∗) egyenl�os�eget. �

K�ovetkezm�eny. Legyen adott a
∞∑
k=1

||ξk||2u2
λk

< ∞ - konvergens sor. Ha teljes�ul a

k�ovetkez�o felt�etel:

∞∑
k=N+1

||ξk||2(

∫
T

|fk(t)|Pdµ(t))
2
P ≤ εP

D · ψ(−1)(ln(1
δ

+ 1))

akkor az XN(t) =
N∑
k=1

ξk√
λk
ϕk(t) modell k�ozel��ti az X(t) v�eletlen folyamatot az

L2(0, T ) t�erben, megadott ε pontoss�aggal �es 1− δ megb��zhat�os�aggal.

P�elda. Legyen X = {x(t), t ∈ [0; π]} sztochasztikus folyamat az Exp
(0)

x2 (Ω) Orlicz t�er

f�ol�ott, ξk egyenletes eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o a [−1; 1] intervallumon. Ekkor

vizsg�aljuk a P = 2 esetet. Ekkor a (∗) egyenl�os�eg az al�abbi m�odon n�ez ki:

∞∑
k=N+1

||ξk||2 · 1 ≤
ε2

D ·
√

(ln(1
δ

+ 1))
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Az XN(t) =
N∑
k=1

ξk
λk
· fk(t) modell az X(t) sztochasztikus folyamatot ε pon-

toss�aggal �es 1− δ megb��zhat�os�aggal k�ozel��ti, ha teljes�ul a k�ovetkez�o felt�etel:

∞∑
k=N+1

||ξk||2

λk
≤ ε2

D ·
√

(ln(1
δ

+ 1))

ahol ξk ∈ Exp(0)

x2 Ω.

Mivel u(x) = exp{x2}−1, ez�ert a norma: ||ξk||2 = 2
√

2
3
·σ(t), ahol a σ(t) =

√
3

3
.

||ξk||2 =
2
√

2

3
·
√

3

3

.

2
√

6

9

∞∑
k=N+1

1

λk
≤ ε2 ·

√
δ

D

Ha X(t) ∈ Exp(0)

x2 (Ω), 0 ≤ t ≤ 1, akkor igaz, hogy:

EX(t) = 0,

EX(t)X(S) =

 t · (1− s), ha t < s

s · (1− t), ha t ≥ s.

Ekkor a Karhunen-Loeve folyamat a k�ovetkez�o:
∞∑
k=1

ξk ·
1

πk
·
√

2·sinπkt, vagyis

akkor λk = π2k2.

Ebben az esetben fel��rhat�o, hogy

XN(t) =
N∑
k=1

ξk
πk

√
2 sinπkt

modell az

X(t) =
∞∑
k=1

ξk
πk

√
2 sinπkt

sztochasztikus folyamatot ε pontoss�aggal �es 1− δ megb��zhat�os�aggal k�ozel��ti, ha
∞∑

k=N+1

1

λk
=

1

π2

∞∑
k=N+1

1

k2
≤ 1

π2

∞∑
k=N+1

1

k
· 1

k − 1
=

1

π2

∞∑
k=N+1

( 1

k − 1
− 1

k

)
=

1

π2 ·N
.

Teh�at
2
√

6

9

1

π2 ·N
≤ ε2 ·

√
δ

D
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Ebb�ol k�ovetkezik, hogy

N ≥ D2
√

6

9π2ε2
√
δ

Teh�at, ha ε = 0, 01, δ = 0, 01, akkor a

16546∑
k=1

ξk
πk

√
2(sinπkt)

k�ozel��t�est alkalmazhatjuk.

A Matlab programcsomag seg��ts�eg�evel l�etrehozom a fenti modellt. Ahhoz,

hogy a modellt elk�esz��tsem, a k�ovetkez�o programk�odot kell alkalmazni:

L = pi;

t = [0 : 0.1/L : pi];

x = zeros(1, numel(t));

kszi = unifrnd(−1, 1, [16546, 1])

fork = 1 : 16546

x = x+ kszi(k) ∗ (2(0.5)) ∗ sin(pi ∗ k ∗ t)/(pi ∗ k)

end;

plot(t, x)

A folyamat modellje az al�abbi �abr�an l�athat�o:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

4.1. �abra. A folyamat modellje
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�Osszegz�es

Munk�am els�o fejezet�eben foglalkoztam azon K�arp�atalj�ar�ol sz�armaz�o matematikusok-

kal, akik kutat�asi ter�ulete a sztochasztikus folyamatok �es azok modellez�ese k�ul�onb�oz�o

funkcion�alis tereken. Megismerkedtem �es kiemeltem a munk�aban ezen matematiku-

sok k�oz�ul els�osorban a k�ovetkez�oket: Szlivka-Tiliscsak Hanna, Troski Viktor, Troski

Nat�alia, Tegza Ant�onia, Mlavec Jurij �es Hudivok Tatjana. Ezen matematikusok

mindegyike sztochasztikus folyamatokkal �es azok modellez�es�evel foglalkozik �es az a

k�oz�os benn�uk, hogy mindannyian Kozacsenko Jurij Vasziljevics tan��tv�anyai voltak.

A sztochasztikus folyamatok modellez�ese fontos szerepet j�atszik a v�eletlen folyama-

tok elm�elet�eben. Ezek a v�eletlenszer�u folyamatok fontos eszk�oz�ok a sztochaszti-

kus modellez�esben, ezek teszik lehet�ov�e, hogy le��rjunk �es modellezz�unk v�eletlen je-

lens�egeket. A v�eletlen jelens�egek els�osorban a term�eszettudom�anyos alkalmaz�asokban

terjedtek el, de manaps�ag egyre n�epszer�ubb m�as tudom�anyokban is, mint p�eld�aul

az informatik�aban, a gazdas�agtanban.

A munk�am m�asodik fejezet�eben az alapvet�o fogalmakkal foglalkoztam, amelyek a

kutat�as folytat�as�ahoz voltak sz�uks�egesek. Mindenek el�ott megismerkedtem a szto-

chasztikus Orlicz t�er, majd az exponenci�alis Orlicz t�er de�n��ci�oj�aval. Miut�an az

alapvet�o fogalmakat megismertem, kit�uztem a kutat�asom c�elj�at.

A kutat�asom c�elja az volt, hogy ismereteket szerezzek a sztochasztikus folyamatok

modellez�es�evel az exponenci�alis terek f�ol�ott. Az alapvet�o ismeretek elsaj�at��t�asa ut�an

el�eg ismerettel rendelkeztem ahhoz, hogy bebizony��tsak egy t�etelt, levonjam annak

k�ovetkezm�eny�et �es megalkossak egy modellt. Az �altalam l�etrehozott modell meg-

adott felt�eteleknek megfelelve k�ozel��t egy v�eletlen folyamatot az Exp
(0)

x2 (Ω) Orlicz

t�er f�ol�ott. A modellt a Karhumen-Loeve modell alapj�an hoztam l�etre a Matlab

programcsomag seg��ts�eg�evel.
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Âèñíîâîê

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîáîòè ÿ îçíàéîìèëàñÿ ç äiÿëüíiñòþ ìàòåìàòèêiâ çàêàðïàòñüêîãî

ïîãîäæåííÿ, îáëàñòþ äiÿëüíîñòi ÿêèõ áóëî äîñëiäæåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ

òà ¨õ ìîäåëþâàííÿ â ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Â ïåðøó ÷åðãó ÿ

îçíàéîìèëàñü òà âèäiëèëà â ñâî¨é ðîáîòi íàñòóïíèõ ìàòåìàòèêiâ: Ñëèâêà-Òèëèùàê

Ãàííà Iâàíiâíà, Òðîøêi Âiêòîð Áåéëîâè÷, Òðîøêi Íàòàëiÿ Âàñèëiâíà, Òåãçà

Àíòîíiíà Ìèõàéëiâíà, Ìëàâåöü Þðié Þðiéîâè÷ òà Ãóäèâîê Òåòÿíà Âàñèëiâíà.

Âñi öi ìàòåìàòèêè çàéìàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íèìè ïðîöåñàìè òà ¨õ ìîäåëþâàííÿì,

à ñïiëüíå â íèõ òå, ùî âîíè âñi áóëè ó÷íÿìè Êîçà÷åíêî Þðiÿ Âàñèëüîâè÷à.

Ìîäåëþâàííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ. Öi âèïàäêîâi ïðîöåñè ¹ âàæëèâèìè iíñòðóìåíòàìè â ñòîõàñòè÷íèõ

ìîäåëþâàííÿõ, çàâäÿêè öèì ïðîöåñàì â íàñ ¹ ìîæëèâiñòü îïèñàòè é ìîäåëþâàòè

âèïàäêîâi ÿâèùà. Âèïàäêîâi ÿâèøà ¹ íàéáiëüø ïîøèðåíèìè â ïðèðîäíè÷èõ

íàóêàõ, àëå â ñüîãîäåííi âñå áiëüø ïîïóëÿðíi â iíôîðìàòèöi, åêîíîìiöi.

Â äðóãîìó ðîçäiëi ðîáîòè ÿ îçíàéîìëþâàëàñü iç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè, ÿêi

ïîòðiáíi äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ. Ïåðøî÷åðãîâî ÿ îçíàéîìèëàñü iç îñíîâ-

íèìè ïîíÿòòÿìè ç âèïàäêîâèõ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à òà åêñïîíåíöiàëüíèõ ïðîñòîðiâ

Îðëi÷à.

Ìåòîþ ìî¹¨ ðîáîòè áóëî çäîáóòè çíàííÿ ïðî ìîäåëþâàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ ïðî-

öåñiâ âèçíà÷åíi â åêñïîíåíöiàëüíèõ. Ïiñëÿ îñâî¹ííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü, ÿ äîâåëà

òåîðåìó, çðîáèëà íå¨ âèñíîâêè i ïîáóäóâàëà ìîäåëü. Ïîáóäîâàíà ìíîþ ìîäåëü

âiäïîâiäíî äî çàäàíèõ óìîâ íàáëèæåíî îïèñó¹ ïðîöåñ íàä ïðîñòîðîì Îðëi÷à.

Öþ ìîäåëü ÿ ñòâîðèëà íà îñíîâi ìîäåëi Êàðóíåíà-Ëîåâà, çà äîïîìîãîþ ïðîã-

ðàìíîãî ïàêåòó Ìàòëàá.
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