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Bevezetés

Kutatasi teriiletként valasztottam a sztochasztikus valészintiségi valtozék model-
lezését. Munkam sordn olyan folyamatok kutatasdaval és modellezésével foglalkozok,
melyek az Orlicz-féle sztochasztikus folyamatokhoz tartoznak.

A sztochasztikus folyamatok, vagy mds néven véletlenszerd folyamatok, olyan fo-
lyamatok, amelyeket részben, vagy egészében valészintiségi viltozok jellemeznek.
Ezek a véletlenszerii folyamatok a szochasztikus modellezés teriiletén nagyon fontos
eszkozok, ugyanis ezen folyamatok segitségével lefrjuk, illetve kozeliteni tudjuk a
véletlen jelenségeket. Az emlitett eszkoz szdmos tudomédnyban van jelen, tébbek
kozott az informatikdban, a gazdasdgtanban, a természettudomanyokban és méds
tudoményokban is.

A sztochasztikus sorokkal, azok kutatasdval és modellezésével szamos matemati-
kus foglalkozott. A kutatdsom sordn kiemelem azokat a matematikusokat, akik
sztochasztikus folyamatok elméletével, illetve modellezésével foglalkoztak, valamint
Karpataljan tevékenykednek.

A sztochasztikus modellek segitségével kiilonféle véletlen eseményeket tudunk leirni.
Kiilénosen fontos a sztochasztikus sorok tanulményozéasa kiilonbéz6 funkciondlis te-
reken. Az utébbi években tobb munka is megjelent, amelyekben sorba fejthetd
sztochasztikus sorokat tanulmanyoztak.

A Gauss-folyamatok - olyan folyamatok, amelyek standard normaélis eloszldsiak -
fontos szerepet jatszanak a sztochasztikus folyamatok kozott. Az Orlicz-féle szto-
chasztikus fiiggvénytérre a Gauss-folyamatok fliggvényterének kiterjesztéseként te-
kinthetiink.

A szakdolgozatom célja, hogy tanulményozzam az exponenciilis Orlicz tereket és az

ismereteim felhszndldsaval készitsek egy modellt.



1. fejezet

Karpataljai matematikusok
tevékenysége a sztochasztikus

folyamatok elméletében

A kovetkez§ fejezetben néhany kdrpataljai kotédésti matematikus munkdssagat fo-
gom bemutatni, akik sztochasztikus folyamatok modellezésével foglalkoznak. Ezen
matematikusok mindegyikének a kutatdsi teriilete a sztochasztikus folyamatok ku-
tatdasa és modellezése, de nem feltétleniil Orlicz folyamatokat kutatnak.

A sztochasztikus folyamatok modellezésével foglalkozé karpdtaljai kot6désid mate-
matikusként, a kovetkezs kutaték munkdjaval foglalkoztam: Szlivka-Tiliscsak Han-
na, Troski Viktor, Troski Natdlia, Tegza Antonia, Mlavec Jurij és Hudivok Tatjana.
Az altalam felkutatott matematikusokban az a kozos, hogy mindegyikiik, kivétel
nélkiil, Kozacsenko Jurij Vasziljevics tanitvanyai. Tehdt els6ként nézziik meg, mivel
is foglalkozott Kozacsenko Jurij Vasziljevics. A késGbbiekben pedig bemutatom az
emlitett matematikusok kutatési teriileteit.

Végiil, de nem utolsé sorban meg kell emlitenem, hogy sztochasztikus folyamatok
modellezésével foglalkozik a tutorom, Dr. Kucsinka Katalin, illetve én. A 2020-as
évben sikeriilt bebizonyitanunk egy tételt és ezaltal modellezniink egy Orlicz folya-

matot. A modellt dbrazoltuk is a MatLab programcsomag segitségével.



1.1. Kozacsenko Jurij Vasziljevics

Kozacsenko Jurij Vasziljevics ismert és meghatdrozé szakember, aki a sztochaszti-
kus folyamatok elméletével és modellezésével foglalkozott. O a Gauss tereken és az
Orlicz tereken értelmezett véletlenszerii folyamatok egyik megalkotéja. Létrehozott
egy 1j tudomdnyos szakirdnyt, amely a véletlenszerd folyamatok modellezésével fog-
lalkozik kiilénb6z& funkciondlis tereken és megadja ezeket a modelleket el6re meg-
hatarozott pontossiggal és megbizhatosaggal. A professzor rengeteg tudoményos
eredménnyel és kutatassal biiszkélkedhetett. Kutatdsaiban a sztochasztikus folya-
matok tulajdonsdganak analizdldsdval, a matematikai-fizika egyenleteivel sztochasz-
tikus feltételek mellett, véletlenszerii folyamatok statisztikdjdval és hullimelemzéssel
foglalkoztak. [13]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics 1940-ben sziiletett Kijevben. Tanulményait a Tarasz
Sevesenko Kijevi Allami Egyetemen végezte, valszintiségszamitds és matematikai
statisztika szakosoddst vilasztva, amelyet 1963-ban fejezett be. Az Ukrdan Nem-
zeti Tudoményos Akadémidn 1968-ban megvédte doktori disszertacijat, amelyet
"A sztochasztikus integrdlok egységes konvergencidjardl, a folytonos véletlenszerii
mezGk sorozatai és tulajdonsagairdl’ rt.[13]

1967-t61 élete végéig a Tarasz Sevesenko Kijevi Allami Egyetem valészintiségszamitas
és matematikai statisztika karan dolgozott. 1974 — 1975 kozott a Olaj- és Gazipari
Intézet (Algéria, Bumerdes) munkatdrsa. [13]

1985-ben megvédte doktori disszertdciéjat a kdvetkezd témaban: "Véletlenszerd fo-
lyamatok az Orlicz-térben. A pdlydak tulajdonsigai, a sorok és az integralok konver-
genciaja’.[13]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics munkassagdanak 6 irdnyai a kovetkezGk voltak:

e véletlenszerii folyamatok analitikai tulajdonsdgai. A funkciondlis eloszlasok

becslése véletlenszerii folyamatokbdl,
e véletlenszeri folyamatok az Orlicz-térben;
e pre-Gauss és Sub-Gauss véletlenszeri folyamatok;

e matematikai fizika hiperbolikus és parabolikus tipusi egyenletei véletlenszerii

tényezdkkel;



e véletlenszeri folyamatok modellezése;
e véletlenszert folyamatok hullimeloszldsa. [4]

Kozacsenko Jurij Vasziljevics dolgozott az Ungvari Allami Egyetem valGszintiségszamitas
és matematikai analizis kardnak professzoraként a 2000 — 2015 kozotti idGszakban.
Ezen id6szakban készitette fel a korabban emlitett kutatékat a doktori disszertaciéik
sikeres megvédésére. |13

A professzor neve alatt szerepel kozel 300 tudomanyos munka, 13 monogréfia. Munkéi
koziil néhanyat mds nyelvre is leforditottak. Kozacsenko Jurik Vasziljevics nem egy-

szer lett kitiintetve kiilonboz6 dijakkal:
e Ukrajna Allami Dija kitiintetettje a tudomény és a technolégia teriiletén, 2003;
e Az Ungvari Egyetem tiszteletbeli doktora, 2005;
e Ukrajna Oktatdsi és Tudomdnyos Minisztériumdnak oklevele, 2007;
e A Tarasz Sevcsenko Kijevi Nemzeti Egyetem kitiintetett professzora, 2009;
e Ukrajna kitiintetett tudomdanyos és technolégiai munkatdrsa, 2010;

e Az Ukrajnai Nemzeti Tudoményos Akadémia 2012. évi Krilov-dijanak dijazottja
a "Fraktdl- és kozelitési sémdk a véletlenszert folyamatok elméletében és al-

kalmazdsdban" c¢im munkasorozatért (tarsszerzs);

e "Erdemekért" TI1. Fokozat, 2018. [13]

1.2. Szlivka-Tiliscsak Hanna

Szlivka-Tiliscsak Hanna megvédte doktori disszertaciéjat 2004. jinius 14-én a kovetkezo
témaban: ’A matematikai fizika hatarérték-problémai véletlenszeri kezdeti feltételekkel’.
Ezen a teriileten folytatta kutatdsat és késébb, 2015 jinius 2-an megvédte nagydok-
tori disszertacidjdt a kdvetkezs témédban: "Matematikai fizika feladatai véletlenszeri
tényezGkkel’. [13]

Figyelemre mélté Szlivka-Tiliscsak Hanna kutatdsa a hiperbolikus és parabolikus

tipusi matematikai fizika egyenleteir6l véletlenszerd tényezdékkel. A kutatds célja



a hiperbolikus és parabolikus tipusi feladatok véletlenszerii tényezGkkel valé meg-
olddsai alaptulajdonsdgainak meghatdrozasa és dltaldanositdsa, azok modellezése meg-
hatarozott pontossiaggal és megbizhatdsdggal és a sztochasztikus terek néhény osztalya
szuprémum-eloszlasanak értékelése. [4]

A kutatds f6 tudomanyos eredményei az aldbbiak:

e a hiperbolikus tipusi matematikai fizika hatarérték-problémait véletlenszerii
kezdeti feltételekkel vizsgaljuk. Az ilyen problémédk esetén elegendd megtaldlni
a kétszer folytosan differencidlt megolddas létezi feltételeit, az &dltaldanositott
megoldas és a kapott becslés az adott feladat szuprémum-eloszldsdra, ami-
kor a kezdeti feltételek sztochasztikus folyamatok az Orlicz tér felett. A
létezési feltételek els6ként a korreldcids fiiggvények klasszikus megoldédsdban

taldlhatéak meg;

e bemutatott egy 1Uj médszert a sztochasztikus kezdeti feltételekkel megadott
hiperbolikus matematikai fizika feladatai megolddsainak modellezésére. Az
egyenletek megoldésaira felépitett modellek kizarélag sub-gauss-féle sztochasz-
tikus kezdeti feltételekkel megadott hiperbolikus matematikai fizika egyenle-
teire lettek felépitve;

e becsléseket talalt a Sub,(€2) térbél, a végtelen tartomannyal rendelkezs Orlicz
térbél, valamint az Lp(2) sztochasztikus térbél szarmazoé véletlenszeri mezdk
szupremumaénak eloszlasara. A végtelen tartomanyban a sztochasztikus terek
novekedésének gyorsasigat kordbban még nem kutattdk. Példat hozott fel a
kapott becslés hiperbolikus tipusi matematikai fizika egyenletek megoldédsanal

val6 felhaszndldsara;

e a Cauchy-feladat klasszikus megolddsanak valdsziniiségi egységével els6ként
talalt elégséges feltételeket a hévezetés egyenletre, amikor a jobb oldalon szto-

chasztikus tér van és ez a tér a Sub,(§2) térbdl és az Orlicz térbdl van;

e kutatta a Cauchy-feladat megoldédsa szuprémum-eloszlasdnak becslését a h6vezetés
egyenletére, amikor a jobb oldalon sztochasztikus tér van és ez a tér a Sub,(12)
térbdl (kompakt és végtelen tartomanyban) és amikor a sztochasztikus tér az

Orlicz térbol van. [11]
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1.3. Troski Viktor

Troski Viktor kutatdsainak f6 eredményei, amelyek hozzdsegitették a doktori cimhez,

a kovetkezsk voltak: [3]

e kutatni a véletlenszerli valtozok teljes osztdlyanak alapvetd tulajdonsagait,

nevezetesen a kvadratikusan -szubgaussi véletlen valtozok osztdlyat;

e clegendd feltételt taldlni arra, hogy a véletlen véaltozé a kvadratikusan ¢-
szubgauss véletlen valtozok osztalydba tartozik; becsléseket kapni a masodfoki

p-szubgauss véletlen véltozok exponencidlis momentumaira;

e 1j becsléseket kapni az Lp(T'), p > 1 tér normdinak eloszlasdrdl a véletlenszertd

folyamatokhoz a kvadratikusan Gauss-féle véletlen véltozok terébdl;

e a kidolgozott elmélet felhasznaldsdval ij matrixok felépitése, és megdllapitani,

hogy ezek a matrixok kielégitik a korldtozott izoterm tulajdonsagat;

e a kapott 1j becslések alapjan felépiteni a Gauss-féle "konnyebb" ("nehezebb")

eloszlasok "farok" zajdnak sziirési sémédjat;

e 1ij kritériumokat javasolni a Gauss-staciondrius, nem staciondrius folyama-
tok, valamint a homogén és izotrép véletlen mezék kovariancia-fiiggvényeinek

formdjaval kapcsolatos hipotézisek tesztelésére. [3]

A kutatas eredményeit nem csak az elméletben, hanem a gyakorlatban is felhaszndljak
szdmos természettudomanyban, tarsadalomtudomdanyban és kdzgazdasdgban is. Tros-
ki Viktor kutatasai fellelhet6k a pénziigyi matematikaban, az informatikdban, a
geofizikdban, geolégidban, radiétechnikdban, asztronémiai kutatdsokban és az in-

formdcié kédolds elméletében is. [2]

1.4. Troski Natalia

Troski (Fedorjanics) Natélia kutatdsanak célja és feladata a véletlenszerti folyamatok
és mez&k modellezési médszereinek elméleti alapjai, modellek felépitése, amelyek

a véletlenszeri folyamatokat és mezdket adott pontossdggal és megbizhatosdggal
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kozelitik meg a C(T') és az Lp(Q2) térben. Tovédbbi feladatai k6zé tartozik a kovetkezd

feladatok megolddsa: [2]

e a Gauss-féle nem staciondrius véletlenszerd folyamatok és mez&k modelljeinek
felépitése a spektrum felosztdsdanak és randomizdldsdanak moédszerével, vala-
mint a homogén és izotrép véletlen mezG modelljével adott pontossiaggal és

megbizhatésdggal a C(T) térben;

e megkapja néhdny frakciondlis véletlenszer( folyamat modelljének konvergencia-

feltételeit a C'(T) térben 1évG valdszintséggel;

e a Gauss-nemstaciondrius folyamatok és mezsk felépitett modelljeinek pon-

tossdgat és megbizhatosdgat vizsgédlni az Lp(T) térben;

e homogén és izotrép mezdk modelljeinek felépitése, adott megbizhatosdggal és

pontossaggal az Lp(T) térben. [13]

1.5. Hudivok Tatjana

Fedorjanics (Hudivok) Tatjana a Gauss-féle véletlenszerti folyamatok és mezsk kor-
reldcids fiiggvényének tipusdara vonatkozoé hipotézisek tesztelésének kritériumait ta-
nulmanyozta.[2]

Hudivok Tatjana, Troski Viktor és Troski Natdlia, Kozacsenko Jurij Vasziljevics

irdnyitasaval a kdvetkezG eredményeket érték el:

1. Tétel. [2] Legyen adott a & = {&(t),t € T} a sub-Gauss térben egy véletlenszerd

folyamat, EE(t) = 0,7%(t) = r2(£(t)) = E(E(t))?. Tegyiik fel, hogy létezik a kivetkezd

integrdl: [,(E(&(t)?)2dt < oo,p > 1. Akkor az integrdl [, |E(t)[Pdt < oo, I

valdszindséggel létezik, €s minden € esetében, € > cgp%, ahol ¢, = [L(E(£(t))?)2dt
19az az alabbi eqyenldtlenség:

PAE@D Ly > e} < 26951’{ - 82; }

2¢p

2. Tétel. [2] Tegyiik fel, hogy a A particid a Ez(t) modellben olyan, hogy

/T (r(E(t) — E(0)Pdt <

b

mcw:(p%, (2in)% '
Akkor ez a modell kozeliti a £(t) Gausss folyamatot e pontossaggal és 1—3§ megbizhatdsdggal,

0<0<1azLp(T),p>1 térben.
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1.6. Tegza Antonia

Az utébbi id6kben a sztochasztikus folyamatok elméletének alkalmazdsa szdmos tu-
domdnyban elterjedt, tobbek kozott a természettudomanyokban, az elektronikaban,
az optikdban. A matematikai modellek felépitése fontos szerepet jatszik a feladatok
megolddsdban, a modellek tulajdonsigainak tanulmanyozasa, illetve a modell meg-
felels pontossdaggal és megbizhatésaggal valé megadasa. [10]

Tegza Antoénia, mint Kozacsenko tanitvanya tanulmdanyozta a staciondrius gauss-féle
sztochasztikus folyamatok modelljei pontossdgdanak és megbizhatosdganak értékelését.
Munkéiban kutatta a kiillonb6z6 funkciondlis tereken felépitett Gauss-féle sztochasz-
tikus folyamatok pontossdgét és megbizhatdsagat, kozottik C([0, 7)), Lp([0,T7]),p >
1, illetve néhany sztochasztikus folyamatot az Orlicz terek felett. [13]

1.7. Mlavec Jurij

Mlavec Jurij tanulmanyozta a véletlenszert valtozok terét, pillanatnyi normékkal
Fy(Q) és véletlenszert folyamatokkal ezekbdl a terekbdl. Kutatdsainak f6 tudomadnyos

eredményei az alabbiak: [7]

o kutatta az F,(€2) terek alaptulajdonsdgait és megkapta azokat a feltételeket,
amelyeknél a centralt, fliggetlen valészintiségi valtozékra ebbdl a térbdl teljesiil

a H feltétel;

e megkapta a kompakt tartomanyban 1évé Fi, () térbél szarmazé sztochasztikus

folyamatok szuprémum-eloszldsanak becslését;
e a folyamatok szelektiv folytonossaganak feltételei egy valésziniiségtol;

e megkapta a becslést az Fi,(€2) térbdl vett R sztochasztikus folyamatok szuprémum
eloszlasdra és az F,(§2) térbdl vett folyamatok hulldm-eloszldsa egyenletes kon-

vergencidjanak feltételeit;

e megillapitotta a kapcsolatot az exponencidlis Orlicz terek és az F,(§2) terek
kozott, illetve azokat a feltételeket, amelyek mellett az exponencidlis Orlicz

terek H terek lesznek;
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e megkapta az F,(§2) térbdl vett sztochasztikus folyamatok normélis eloszlasanak

becslését az Lp(T) térben. [7]

Felhaszndlva az Orlicz terek és az F,(§2) terek elméletét, megallapitotta az integralok
Monte Carlo médszerrel torténd kiszamitdsanak megbizhatésdgat és pontossdgat,
a paraméterektsl fiiggs integralok kiszamitdsanak megbizhatésagat és pontossiagat

C(T) és Lp(T) térben a Monte Carlo médszerrel. [7]
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2. fejezet

Az Orlicz-féle sztochasztikus

folyamatok

A munkam ezen fejezetében bemutatom azon alapvets fogalmakat, melyek ismere-
te nélkiil a kutatdst és modellezést nem lehetne elkezdeni. Minden sztochasztikus
folyamatban szerepelnek valésziniiségi viltozok, amelyeket a kovetkezéképp lehet

megfogalmazni:

Definicié. Legyen (2, F, P) egy valdszindségi mezd. A & : Q — R leképezést

valoszindségi valtozonak nevezzik, ha barmely rogzitett x € R esetén
{w:¢(w) <z} eF.

Definicié. Az f(x) figgvényt konvexnek nevezzik az I intervallumon, haVri;xy € 1

ésVp;q € [0;1];p4 g = 1 esetén teljesil: f(p-x1+q-x2) < f(z1) +q- f(xz)

Definicié. A pdros, konvex U(x) fiigguényt C-figgvénynek nevezzik, ha: U(0) = 0;

U(x) névekvd, ha x > 0.

Példa. [6] A kovetkezd figgvények C-figgvények

1. U(z) =alz|*yz e Rya > 0,a0 > 1

2. U(x) =blexp{a- |z|*} — 1),z € R,b> 0,a > 0,0 > 1;

3. U(x) =blexp{p(z)} — 1),z € R,c > 0,p(x),x € R tetszdleges C-fiigguény;

Definicié. Az U(x) C-figguény dltal generdlt sztochasztikus Ly () Orlicz térnek

nevezziik a {(w) = £ sztochasztikus események olyan terét, melyben minden
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€ € Ly(R2) esetére létezik re, melyre teljesiil

EU(E) < 0.

Te
Definicié. Az X(t) = {X(t),t € T}, sztochasztikus folyamat az Ly () Orlicz tér
folétt, ha minden t € T esetére X (t) véletlen esemény Ly () folott.

Definicié. Az Ly(Q) Orlicz teret H-térnek nevezzik, ha létezik D > 0, ahol a
&k = 1,00 centrdlt valdszindségi vdltozok Orlicz csalddja és teljesil a kévetkezd

eqyenlitlenség:

N N
doGl| <D I,
k=1 k=1

1. Tétel. [6] Legyen Ly (Q2) H-tér, {-figgetlen valdsziniségi vdltozok, E&, =0,

2
Ly

&k € Ly (QY) olyanok, hogy létezik R szdm, melyre teljesil az egyenldtlenséy:
1€k||7, < R- EE;. Ha X (t)-véletlen folyamat, akkor felirhatd a kivetkezd alakban:

X(t) = Z Eron(t)

ahol ez az 0sszeg négyzetes kozépben konvergdlt € T, X (t) szigordan Orlicz folyamat,

vV DR meghatdrozott dallando.

1. Megjegyzés. [9] A H-tér tulajdonsdga:

L(Q).p>2 (u(e) = oP), D= M(F(];j;));.

Ahol a T' = / 5~ te7tdt.
0

Orlicz csaldd - olyan valdszintiségi véltozok tartoznak az Orlicz csalddba,

melyekre teljesiilnek az Orlicz tér definicigjdban megadott feltételek.

N
Definicié. Azt mondjuk, hogy az Xn(t) = Z{kgpk(t) az X(t) folyamat modellje €
k=1

pontossdggal és 1 — & megbizhatdsdggal ké’zelgi az X (t)-t, ha teljesil a kovetkezd:
PAIX(#) = Xn(@)]] > €} <0
2. Tétel. [8] Ha taldlunk eqy Wi (5) figguényt, melyre
P{IIEE) — Eu@)]] > 07 < W (0),

ahol Wy (6) < «, akkor meguan a keresett modell felsé dsszeg hatdra.
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Definicié. Az u(x) = 2P - C - figgvény dltal generdlt Orlicz teret L,(2) Orlicz
térnek nevezziik.

A norma jelolése: || -||L,.

2. Megjegyzés. [6] Az L,(Q),p > 1 az u(z) = |z|P C-figgvény dltal generdlt Orlicz
tér, ||l = [1€]l, = (EIEP) >

Lemma. [1] Legyen & € Ly (). Akkor tetszdleges € > 0 esetére teljesil a kivetkezd

Plg] > e < (“(Hf\m))_l’

N
Nevezziik az Xy(t) = Z &k fr(t) modellt az X () folyamat modelljének.
k=1

eqyenlitlenség:

ahol ||€]|v > 0.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az Xy(t) megkizeliti az X(t) folyamatot megadott
megbizhatdsaggal és pontossdggal az L,(0;T) térben, ha megadott € > 0 (pontossdg)
és 6 >0 (1 —0 - megbizhatdsdag) teljesil a kovetkezd egyenldtlenség

p{ </OT X(t) - XN(t)\pdt); > e} <5

3. Tétel. [8] Legyen (T, p, ) - mérhetd tér, &(k = 1,2,00) - centrdlt, figgetlen
valdsziniségi viltozok az olyan Ly () Orlicz térrel, hogy Ly, (2) H-tér a D dllanddval.

Ha a sor:

iuauép( / \fk<t>|pdu<t>)f’

konvergens, akkor az X(t) = Zﬁk - fi(t),t € T sor sztochasztikusan konvergens.
k=1

Ebben az esetben tetszdleges € >0 és tetszdleges m € N esetén teljesil a kévetkezd

s

D- i [1€x11* - up(/T Ifk(t)lpdu(t))

eqyenldtlenség:

P{ ( /T S e i)

k=m
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3. fejezet

Exponencidlis Orlicz-terek

Ebben a fejezetben bemutatom azokat a definiciokat és tételeket, amelyek ismerete
elengedhetetlen ahhoz, hogy vizsgdljam az exponencidlis Orlicz tereket. ElsSként

bemutatom, hogy mi is az az exponencidlis Orlicz tér:

Definicié. Legyen (x) egy olyan C-figguény, amelyre teljesiil

T G
T

limzﬁow@) =00
A

Ekkor az U(x) = exp{¥(z)} — 1, ahol Vx € R fiigguény dltal generdlt teret exponen-

cialis Orlicz térnek nevezzik.

Az exponencidlis Orlicz tér jeldlése: Exp,(£2) és a tér normdja || e ||, .
Az exponencidlis tipusu Orlicz terekhez tartozoé sztochasztikus valtozok kezdGértékei

tetszolegesek, ezért a kovetkezGt kapjuk:
Bapa(Q) € Lp(Q)

bdrmilyen £ € Exp,(Q2) esetén.
Jelolje
Expfoo)(Q) = {¢ € Exp,(Q) : £ = 0}.

Megkoveteljiik, hogy az Expfpo)(Q) Banach altér legyen az Exp,(§2) térben

a || ® ||y normédval. Ha csak a centralt valoszintiségi valtozokat vessziik figyelembe,
akkor kénnyen meghatdarozhatunk olyan normdkat, amelyek egyenértékiiek lesznek

a luxemburgi normdakkal.
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Legyen a v egy Gauss eloszldsii valésziniiségi valtozo a (0, 6%) paraméterekkel.
Ez a véletlenszertd valtozé hozzdtartozik az Ly(§2) Orlicz térhez, ahol U(z) =
exp{r?} — 1 és ennek a véletlenszert valtozénak a normédja egyenls C|| e ||1,. |2

Megvizsgdlom egy mar ismert folyamat modelljét, a Karhunen-Loeve modellt.
Legyen X = {z(t),t € [0,T]} - véletlen folyamat, olyan, hogy EX (t) = 0, EX?(t) <
oo, t € [0,T], EX(t)X(S) = R(t,s) - kovaridcids fiiggvénye ennek a modellnek.

Tekintsiik az egyenlet integraljat: [13]

o(t) = )\/0 R(t, s)p(s)ds.

Legyen A\, k € N - sajat értékek, a (1) - normalt sajat fliggvényei az adott
egyenletnek, tehat fOT ©i(t)dt = 1. Tsmert, hogy A\p > 0 minden k € N, akkor az

X (t) véletlen folyamatot a kévetkez6 alakban dbarzoljuk:

X(t) =) \/—A—k%(t), (1)

ahol &, - centralt valészintiségi viltozok, olyanok, hogy F&p& = O, ahol a 0y - A
Kronecker szimb6lum. Az (1) sor négyzetes kozépben konvergdl. Tegyiik fel, hogy
az (1) példdban a & valdsziniiségi valtozok fliggetlenek az Orlicz tértsl Ly (Q2) és az

Ly () tér rendelkezik H - tulajdonsdggal és D allandéval. [8]
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4. fejezet
Sajat eredmények

1. Tétel. Legyen (T, @, i) mérhetd tér, &, centrdlt, figgetlen valdszinidségi viltozok,

&k € Expy(2),9() - Orlicz figguény.

Vizsgdljuk az X (t) = Zﬁkfk(t) sztochasztikus folyamatot, melyre teljesilnek a 3.
k=1

N
Tétel feltételei. Az Xn(t) = kafk(t) e pontossdggal és 1 — & megbizhatdsdggal
k=1

kézeliti az X (t) folyamatot, (az Lp tér normdja szerint), ha teljesil:

€P

> e | oI dn)? < gy,

k=N+1

Bizonyitds. Mivel & € Expy,)(S2) ezért tudjuk, hogy u(x) = exp(v(x)) —1,
ahol ¥(z) - C fliggvény.
Mivel teljesiilnek a 3. Tétel feltételei, ezért igaz a tétel allitdsa is. Jeloljiik:

P

£
D- ) Hikllip'(/T\fk(t)\Pdu(t)),%

k=N+1

=A

A modell definicigja és a 3. Tétel dllitdsa miatt

(e¢(A) ~1)t<o



€P . 1
= >y (In(5 + 1))
D- €xll3, - ([ 1fe®)Pdu(t)?
= P
2 Pd % 9
3 Vet ([ RO o) < 5
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. 0

Kovetkezmény. Legyen (T, o, ) mérhetd tér, &, € Exp(o)(Q). Vizsgdljuk az X (t) =

2

kafk(t) sztochasztikus folyamatot, melyre teljesiilnek az 1. tétel feltételei. Az
k=1

N
Xn(t) = Zﬁkfk(t) e pontossdggal és 1 — § megbizhatdsdggal kozeliti az X (t) folya-
k=1

matot, ha teljesil:

el 2 APt < ——
k:;-i-l /T D-\/(In(5 + 1))

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa az el6z6 tétel allitasdbdl kovetkezik, ugyanis
ez egy részesete, amikor ¢(x) = 2%, ugyanis ekkor YD = \/r. Bzt visszahelyet-

tesitve az el6z6 tétel dllitdsdba, kapjuk a (%) egyenlGséget. [

00 2
Kovetkezmény. Legyen adott a Z m < o0 - konvergens sor. Ha teljesiil a

k=1 k
kévetkezd feltétel:
o P
g
€I ( / e Pdu(t) <
kzz:]wl T D -y (In(3 + 1))

akkor az Xy(t) = or(t) modell kézeliti az X (t) véletlen folyamatot az

WE
S

e

=1
Ls(0,T) térben, megadott € pontossdggal és 1 — & megbizhatdsdggal.

Példa. Legyen X = {x(t),t € [0; 7|} sztochasztikus folyamat az Exp(o)(Q) Orlicz tér

2

folott, & egyenletes eloszldsi valdszindségi vdltozd a [—1; 1] intervallumon. Ekkor

vizsgdljuk a P = 2 esetet. Ekkor a (x) egyenldség az aldbbi mddon néz ki:

Z €k]]" -1 <
k=N+1 D-/(In(5 + 1))
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Az Xn(t Z ) modell az X (t) sztochasztikus folyamatot £ pon-

tossdggal és 1 — 6 megbzzhatosaggal kézeliti, ha teljesil a kévetkezd feltétel:

s ladf

K M D (n(t + 1)

2

ahol & € Expig)ﬂ.
Mivel u(z) = exp{a2}—1, ezért a norma: ||&||2 = 22-0(t), ahol a o(t) = \/Tg

2ff

lewll? = == 2

5

ZM

k=N+1

Ha X(t) € Exp;g)(ﬂ), 0 <t <1, akkor igaz, hogy:

t-(1—2s), ha t<s
s-(1—=t), ha t>s.

EX(t)X(S) =

- 1
Ekkor a Karhunen-Loeve folyamat a kovetkezs: E &k — V2 sinmkt, vagyis
™
k=1

akkor \, = m2k2.
Ebben az esetben felirhato, hogy

Z \/§ sin wkt

modell az

Z \/5 sin wkt

sztochasztikus folyamatot € pontossaggal és 1 — 6 megbizhatésdggal kozeliti, ha

=1 1 = 1 I — 1 1 (" 1 1 1
= = = < .- - R
Z A w2 k2 — w2 Z kK k—1 72 (k—l k) 2. N
k=N+1 k=N+1 k=N-+1 k=N-+1




Ebbél kovetkezik, hogy
D26
> 22V
9r2e2v/0
Tehéat, ha e = 0,01, = 0,01, akkor a

Z 3 V2(sin wkt)

kozelitést alkalmazhatjuk.
A Matlab programcsomag segitségével létrehozom a fenti modellt. Ahhoz,
hogy a modellt elkészitsem, a kévetkez6 programkédot kell alkalmazni:
L = pi;
t=10:0.1/L: pi];
x = zeros(1,numel(t));
kszi = unifrnd(—1,1,[16546, 1))
fork =1:16546
x =z + kszi(k) * (20°)) % sin(pi x k x t)/(pi x k)
end;

plot(t, )

A folyamat modellje az aldbbi dbran ldthato:

0.6 T T T T T T

0.4

0.2

-0.2

-0.4

_06 1 1 1 1 1 1

4.1. dbra. A folyamat modellje
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Osszegzés

Munk&am elsé fejezetében foglalkoztam azon Karpataljardl szarmazé matematikusok-

kal, akik kutatdsi teriilete a sztochasztikus folyamatok és azok modellezése kiilénb6zé
funkciondlis tereken. Megismerkedtem és kiemeltem a munkdban ezen matematiku-

sok koziil elssorban a kovetkezGket: Szlivka-Tiliscsak Hanna, Troski Viktor, Troski
Natdlia, Tegza Anténia, Mlavec Jurij és Hudivok Tatjana. Ezen matematikusok
mindegyike sztochasztikus folyamatokkal és azok modellezésével foglalkozik és az a
kozos benniik, hogy mindannyian Kozacsenko Jurij Vasziljevics tanitvanyai voltak.

A sztochasztikus folyamatok modellezése fontos szerepet jatszik a véletlen folyama-

tok elméletében. Ezek a véletlenszeri folyamatok fontos eszkozok a sztochaszti-

kus modellezéshen, ezek teszik lehet6vé, hogy leirjunk és modellezziink véletlen je-

lenségeket. A véletlen jelenségek elsGsorban a természettudomanyos alkalmazasokban
terjedtek el, de manapsag egyre népszertibb mas tudomanyokban is, mint példaul
az informatikdaban, a gazdasdgtanban.

A munkdm mésodik fejezetében az alapvets fogalmakkal foglalkoztam, amelyek a
kutatds folytatasdhoz voltak sziikségesek. Mindenek el6tt megismerkedtem a szto-
chasztikus Orlicz tér, majd az exponencidlis Orlicz tér definicigjaval. Miutdn az
alapvetd fogalmakat megismertem, kitiiztem a kutatdsom céljét.

A kutatdsom célja az volt, hogy ismereteket szerezzek a sztochasztikus folyamatok
modellezésével az exponencidlis terek folott. Az alapvetd ismeretek elsajatitdsa utdn
elég ismerettel rendelkeztem ahhoz, hogy bebizonyitsak egy tételt, levonjam annak
kovetkezményét és megalkossak egy modellt. Az dltalam létrehozott modell meg-
adott feltételeknek megfelelve kozelit egy véletlen folyamatot az E:cpiog)(Q) Orlicz
tér folott. A modellt a Karhumen-Loeve modell alapjan hoztam létre a Matlab

programcsomag segitségével.
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BucuaoBok

Y nepiiomMy po3aijii poboTH g o3HaOMUIACH 3 JiAJIBHICTIO MATEMATHKIB 3aKapIaTChKOro
HMOTOKEHHSI, 00JIACTIO MISLTHHOCTI SIKUX OY/I0 JTOCTIIZKEeHHsT CTOXaCTUIHUAX ITPOIIECiB
Ta iX MOJEJIOBaHHs B PI3HUX (QYHKIIOHAJBHAX MPOCTOpax. B mepriy 4depry s
O3HaOMUIACH Ta BUJILINIA B CBOIH poOOTI HacTyNHUX MaTeMaTukiB: Ciaubka-Twuaumak
l'amna IBamiBua, Tpomki Biktop Beitopnu, Tpomki Haraniga BacumiiBaa, Terza
Anronina Muxaitrisua, Maasens FOpiit FOpiitosua ta ['yausok Tersna Bacutisaa.
Bci i MmaTemMaTuku 3aiiMalOThCsl CTOXaCTUIHUMHE TPOIECAMU Ta TX MOJIEJTIOBAHHSIM,
a CIiJbHe B HUX Te, IO BOHU Bci Oysm yuaamu Kosadenko FOpig Bacuwibouya.
MogeioBaHHS CTOXaCTHIYHUX TPOIECIB BLIITPAE BayKJIMBY POJIb Y T€OPii BUMAIKOBUX
nporeciB. [li BUTAIKOBI Mporecu € BaKJAUBUMH IHCTPYMEHTAMH B CTOXACTUIHUX
MOJIC/TIOBAHHSAX, 3aB/IAKH UM IIPOIEcaM B HAC € MOXKJIUBICTD OIIUCATH i MOJIETIOBATH
BUIAJIKOBI gBHINA. BHIAaIKOBI sBHUINA € HAROLIBIN MONIMPEHUMH B MPUPOTHUIUX
HayKaxX, ajie B CbOI'0JICHHI BCe OLbII MOIYJ/IspHi B iH(MOPMATHIL, €KOHOMIII].

B apyromy pozmiii poboru s 03HAHOMIIOBAIACH i3 OCHOBHUMHU MOHATTAMHU, SKi
HOTPiOHI /IS TOJAIBIIONO JocaiKeH . [lepiodepropo s o3naitoMmiIach i3 OCHOB-
HUMY TOHSTTSIME 3 BUIAJIKOBUX TpocTopiB OpJiiva Ta eKCIOHEHIATBHAX ITPOCTOPIB
Opuniua.

Meto1o Mo€l poboTu Oy/10 37100yTH 3HAHHS PO MOJIEJTIOBAHHAM CTOXaCTUIHUX IIPO-
IleciB BU3HAYEHI B eKCIIOHeHIIaJIbHUX. [licas ocBO€HHS OCHOBHHX IIOHSATD, g JOBEJA
TeopeMy, 3podusia Hel BUCHOBKM 1 nobyayBaJsia Mojaesb. [loOyoBana MHOIO MOIE/Tb
BIAMOBIIHO 10 33JaHUX YMOB HaOJMYKEHO ONMUCYE Mpolec HaJx mpocTtopom Opiida.
[0 Momenb g cTBOpMJIa Ha OCHOBLI Mojiesni KapyHnena-J/loeBa, 3a J0MOMOrown mpor-

pamuoro nakery Matiab.
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Nyilatkozat

Alulirott, Palinszky Alexandra 014. Kozépiskolai oktatas (Matematika) képzési
program hallgatdja, kijelentem, hogy a dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai
Magyar Foéiskolan, a Matematikai és Informatika Tanszéken készitettem, 014. Kozépiskolai
oktatas (Matematika) BSc diploma megszerzése végett.

Kijelentem, hogy a dolgozatot mas szakon kordbban nem védtem meg, sajait munkam
eredménye, ¢és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkdzdk stb.) hasznaltam fel.

Tudomasul veszem, hogy dolgozatomat a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar

Foiskola kdnyvtaraban a kdlesondzhetd konyvek kozott helyezik el.



